EXAMEN DE BACALAUREAT 1971
SESIUNEA IUNIE

|
Se considera functia f : (0,4+00) = R, f(z) = p_mr
x x

a) Sa se calculeze, in functie de p, valoarea z, a lui « care anuleaza derivata functiei f, si valoarea cores-
punzatoare a functiei f, y, = f(z,).

b) La fiecare valoare a lui p corespunde un punct M (zp,y,). S& se afle locul geometric al punctelor M, si sa
se construiasca graficul respectiv.

P
c) Sa se calculeze S(p) = Z Yp, suma ordonatelor punctelor My, Mj,..., M, si lim S(p).
p—r 00
k=0
d) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisd x = 1 gi si se arate ci aceasta
tangenta trece printr-un punct fix, cand p variaza.

e) Sa se calculeze, in functie de m, aria suprafetei delimitatd de graficul functiei f, axa Oz, dreptele x = 1,

x = m, unde m > 1. Sa se determine m astfel ca aria obtinuta sa fie egala cu plnm — 3

In raport cu un sistem rectangular de axe de coordonate 'Oz si 'Oy, se considerd hiperbola echilatera de
ecuatie
2?2 —y?—9=0. (1)

a) Sa se determine coordonatele z1 i y; ale punctului M situat pe hiperbola (1), in unghiul Oy, astfel
incat aria triunghiului MNP (N fiind proiectia punctului M pe axa 'z, iar P intersectia cu axa z'z a
perpendicularei in punctul M pe tangenta in acest punct la hiperbola) sa fie egala cu 10.

b) O dreapta mobila paraleld cu y'y taie hiperbola (1) in punctele R gi S. S& se afle i s& se construiasca locul
geometric descris de punctul I, intersectia dreptelor A’R si AS (A si A’ sunt varfurile hiperbolei situate pe
2'z).

c) Sa se calculeze volumul generat prin rotirea, in jurul semiaxei Oz, a domeniului limitat de arcul de hiperbola
(1), semiaxa Oz si dreptele de ecuatie = 3 si = m (m > 3). Pentru ce valoare a lui m acest volum este
egal cu volumul sferei de raza 37

3

Se considera functia f(z) = (m® — m? —m — 2)a® — mx + 2, unde m este un parametru real.

a) Sa se arate ca exista o valoare a lui m pentru care f(x) = y reprezinta o dreaptd; si se construiascd in
raport cu un sistem rectangular de axe pe aceasta dreapta.
b) Si se arate ca pentru 0 < m < 2 functia f nu admite extreme.

c) Pentru m = 0 si m = —1 sa se studieze variatiile functiilor i sd se construiasca graficele respective; sa se
afle coordonatele punctelor de intersectie ale celor doua grafice si sa se arate ca aceste puncte sunt coliniare.

d) Sa se calculeze aria delimitata de graficele celor doua functii de la punctul ¢) si de dreptele de ecuatii z = 0

six=1.
Se considera hiperbola
(H)a? —y* =4
si dreapta
(D) y=x— ta

unde t este un parametru real, raportate la un sistem de axe perpendiculare.

a) Sa se arate ca fiecarei valori ¢ € R* 1i corespunde un singur punct de intersectie M al dreptei (D) cu
hiperbola (H) ale carui coordonate sunt functii de ¢.

b) Punctului M ii facem s&-i corespundd punctul M’ ale cirui coordonate se obtin din cele ale lui M prin
inlocuirea lui ¢ cu —%
(i) Sa se determine locul geometric al mijloacelor segmentelor [M M’] cand ¢ variaza.
(ii) Sa se arate cd panta dreptei M M’ este independenta de t.
¢) Submultimea (%) a lui (H) formata din punctele cu ordonata pozitiva este graficul unei functii f. Sa se
determine constanta K astfel ca functia F' definita prin egalitatea F'(z) = gf(:c) + Kn(x+ f(z)) s fie o
primitiva a functiei f.
d) Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotirea in jurul axei Oz a domeniului plan limitat de graficul
functiei f si de dreptele z =2, z =35l y = x.



SUBIECTE PENTRU LICEE ECONOMICE

1. Se considera functia f(z) =z — 1 — v/m — 22, In care m este un parametru real pozitiv.

a)
b)

)

—_

Sa se arate ca dacd m > ok atunci graficul functiei intersecteaza axa Ox Intr-un singur punct gi sa se

determine acest punct.

Sa se determine parametrul m astfel ca tangenta la graficul functiei In punctul de abscisa z = 1 sa fie
paralela cu dreapta y = 2z + 3.

Pentru m = 1 sa se studieze variatia si s se reprezinte graficul functiei f; apoi sa se calculeze aria suprafetei
limitata de graficul functiei, axa Ox si dreptele x = 0 si z = 1.

d) Pentru m =1 si se determine ¢ € [0, 27| astfel incat f(cost) = 0.
—a—b+1
2. Fie functia f(z) = %, unde a, b € R.

a)
b)

c)

Sa se arate ca oricare ar fi a si b, functia admite un punct de maxim gi un punct de minim.

A si B fiind punctele de extrem ale functiei, C' si D respectiv proiectiile lor pe axa Ox, iar M punctul de
intersectie a graficului functiei cu axa Oz, sa se arate ca MC? = M D?.

Pentru a = 0 si b = 1 sa se studieze variatia si sa se reprezinte graficul functiei f; apoi sa se calculeze aria
domeniului limitat de graficul functiei f, axa Oz si dreptele x =0 si = 1.

3. Fie ecuatia y — 3zy® + (322 — 1)y + o — 23 = 0, in care x este un parametru real.

a)
b)

Sa se rezolve ecuatia si sa se arate ca radacinile ei, y1, yo2, y3, sunt in progresie aritmetica.

Sa se verifice ca dacd x # —1 ¢i x # 1, atunci

yitystyi—3r a2’ ta
S—yi—vi—vyi 1-—a?

3 b
Notand f(z) = %, sa se determine numerele reale a, b i ¢ incat f(z) = ax + T + 1 j =

Sa se studieze variatia si sa se reprezinte grafic functia f.

x4+ (m—2)y=3m

( %) + 4 6 sa admita o solutie
m—2)x+4y =

Séa se determine valorile parametrului real m astfel incat sistemul {

unica, (z,y), care si satisfaca conditiile z > 1 gi y > 6.

Pentrum = 1++/3, m = 1 si m = 1—+/3, solutiile z si y ale sistemului de la punctul a) reprezinta, respectiv,
coordonatele punctelor A, B si A’ din plan. Prin originea O a sistemului cartezian de axe ortogonale se
duce o dreaptd variabild ce intalneste dreapta A’B in punctul C’. S se arate ci al doilea punct M de

intersectie a cercurilor circumscrise triunghiurilor OAC gi OA’C’ apartine cercului circumscris triunghiului
ABA'.

5. S& se studieze variatia gi s se reprezinte grafic functia f(x) = cos2x—+/1 — sin’ x(cos z+sin z) pentru x € [0, 7].



1.

SESIUNEA AUGUST

Se considera functia

2?2 —4x+3
xr+m

fz) =

unde m este un parametru real.

a)
b)

c)

d)

Sa se arate ca exista valori ale lui m, pentru care graficul functiei f este o dreapta si sa se afle aceste valori.
Multimea valorilor lui m pentru care functia f admite extreme (discutie).

Pentru m # —1 si m # —3, si se arate ci graficul functiei f si cercul (%) de ecuatie 22 + y? — 4z +3 =0
au doud puncte comune fixe A gi B; sa se calculeze coordonatele acestor puncte.

S& se construiasca graficul functiei f(z) =z — 4+ 3 si sa se calculeze aria delimitata de acest grafic, axa
Oz i dreptele de ecuatii x = 3 i x = p (p > 3); s8 se determine p astfel incit aceastd arie sa fie egald cu

p
3ln--
n3

Se considera functia

m(x+1)3
2 —mz+1’

fx) =

unde m este un parametru real.

a)

b)
)

d)

Pentru ce valori ale lui m graficul functiei f admite asimptote paralele cu axa y'y? Sa se calculeze f’(x).
Pentru ce valori ale lui m functia este monotona?

Pentru m = 1, s se studieze variatia functiei f si si se construiascd graficul ei (6}).

Fie A si B punctele in care (%7) intersecteazi, respectiv, axele de coordonate. In ce puncte curba (%)
admite o tangenta paraleld cu AB?

S& se formeze ecuatia care da abscisele punctelor de intersectii ale graficului (%7) de la punctul b) cu dreapta
(d) de ecuatie y = pzr + 1. S& se discute, dupa valorile lui p, numé&rul punctelor de intersectie ale curbei
(%)) cu dreapta (d); sd se precizeze punctele in care (d) este tangenta la (%7).

Se dau punctele A(3,0), B(0,v/5) si C(5,4).

a)

b)

d)

S& se scrie ecuatiile elipsei gi a hiperbolei raportate la sistemul de axe rectangulare 'Oz si 'Oy ca axe
de simetrie gi trecdnd prin punctele A si B (elipsa), A gi C' (hiperbola); si se figureze cele doua curbe in
raport cu acelagi sistem de axe.

Prin punctul A se duce o dreaptd mobila care taie hiperbola in punctul M (diferit de A); s& se afle locul
geometric al mijlocului segmentului [AM]. S& se puna ecuatia locului geometric sub forma y? = f(x) si s&
se reprezinte grafic variatia functiei f.

S& se determine pe elipsa de la punctul a) un punct N(z1,y), situat in unghiul 2Oy, astfel incat volumul
corpului generat prin rotirea in jurul axei 'z, a domeniului limitat de arcul de elipsi AN i coarda [AN]

sa fie egal cu g

S& se scrie ecuatia parabolei raportatd la axa x'z ca axd de simetrie, axa 3’y ca tangentd la varf si care
trece prin punctul C(1, 3); s& se construiascd aceastd parabold (P).

Fie F si G punctele de intersectie ale parabolei (P) cu dreapta (D) de ecuatie 62 — 5y — 6 = 0; s& se scrie
ecuatia dreptei care trece prin unul din aceste puncte si face cu axa x’x unghiul ascutit V', solutie a ecuatiei
2cos?z 4 3v/2sinz — 4 = 0.

Sa se calculeze volumul corpului generat prin rotirea, in jurul axei Oz, a domeniului limitat de arcul EG
al parabolei (P) si coarda [EG].

O dreaptd variabild paraleld cu axa y'y taie parabola (P) in punctele M gi N. Sa se afle i s se construiasca
locul geometric descris de punctul I de intersectie a tangentei in punctul M la parabola cu dreapta ON.



SUBIECTE PENTRU LICEE ECONOMICE

Ry

132 precum si ecuatia f(z) = f(m), in care x este necunoscuta si m este un
— 3z

1. Se considerd functia f(x) =

parametru real.

a) S4 se arate ci radacinile 1, x2, x3 ale ecuatiei f(z) = f(m) sunt 1 = m, o = g(m) si 3 = h(m), in care
. . am+b

g §i h sunt functii de m, de forma ———

+d

b) S4i se arate ci suma radécinilor, suma inverselor radacinilor gi produsul rad&cinilor se pot exprima in functie

de f(m).

c) Ce devin x1, 3 si x3 dacd se inlocuieste m cu g(m). Dar dacd se inlocuieste m cu h(m)?

, a, b, ¢, d fiind numere care se cer a fi determinate.

d) Sa se determine coeficientii p, g, r astfel incét

¢
1—x\/§ 1+ac\/§

e) Sa se studieze variatia si s& se reprezinte graficul functiei f.

f(x) =px+

2. Fie functia h(z) = e + a(x + 2), in care a este un parametru real.

a) Sa se arate ca dreapta y = ax + 2a este asimptotd la ramura spre +o0o a graficului functiei h.

b) S& se determine valorile lui a pentru care graficul functiei h admite un punct de minim gi si se arate ca
coordonatele x si y ale acestui punct verifica relatia x + 3 = ye®.

c) Sa se studieze variatia si si se reprezinte graficul functiei f(z) = (z + 3)e™".
d) Sa se calculeze aria domeniului limitat de graficul functiei f, axa Ox si dreptele . = —2 gi © = —1.

e) Sa se determine z astfel incat f(z) + f(—z) + f/(x) + f'(—x) = 2 in care f’ este derivata functiei f.

3. Se considera functia

Vitevi—z2 J1-vi-a?
flx) = 5 + 5 :

a) Si se stabileascd domeniul sdu de definitie.

b) Si se arate ca f(x) = m

c) Sa se studieze derivabilitatea functiei f.

d) Sa se studieze variatia si s& se reprezinte graficul functiei f.

e) Sa se stabileasca ecuatia cercului care trece prin punctele A(0, f(0)), B(1, f(1)) si C(—1, f(—1)) si apoi si

se determine pentru ce valori ale lui m, dreapta y = mx este tangenta la cerc.

4. Intr-un sistem de axe ortogonale se considerd triunghiul ABC, in care A(—2a,0), B(a,0), C(0,4a), a fiind un
numarreal pozitiv. Se noteaza respectiv cu H, G, P punctul de intersectie a indltimilor, centrul de greutate,
respectiv centrul cercului circumsecris triunghiului.

a) Sa se determine coordonatele punctelor H, G si P.
b) Si se arate ci punctele H, G si P sunt coliniare si ci GH? = 4 - GP?.
c) Sa se calculeze perimetrul triunghiului obtinut unind mijloacele laturilor triunghiului ABC.

d) Sa se determine simetricul punctului A fatd de dreapta care trece prin punctele B si C.

5. Sa se studieze variatia si si se reprezinte graficul functiei f(z) = 22® + 322 + 2z + 1.



