BACALAUREAT 2002
SESIUNEA SPECIALA

Proba D

Profilurile matematica-fizica, informatica si metrologie

SUBIECTUL I
1. a) Sa se verifice cd
(azx + by + c2)? + (ay — bx)* + (az — cx)* + (bz — cy)? = (a® + b* + &) (2 +y* + 22), (V) x,y,2,a,b, ¢, € C.

b) Si se deduci inegalitatea (a2 + b? + ¢2)(2? + y* + 22) > (ax + by + ¢2)?, (V) a, b, ¢, x, y, z € R.
c) Si se arate ci, dacd (a? + b? + ) (22 + y? + 22) = (ax + by + c2)?, unde a, b, ¢, 7, y, 2 € R*, atunci
x Yy oz

a b c

2. Se considera functia f: R — R, f(x) = 2002% + 2002~~.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

b) S& se arate ca functia f este convexa pe R.

1
c) Sase calculeze/ f(z) de.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 20y se considera punctele A(1,1) si B(2,2), precum si dreapta d : y = 3.

a) Sa se calculeze lungimea segmentului AB.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

c) Sa se gaseasca un punct C pe dreapta d, cu proprietatea ca aria triunghiului ABC este egala cu 1.

SUBIECTUL I1

- . .. . S o . 1
1. In multimea permutarilor cu trei elemente Ss, se considera permutarile o = <3 3 i’) siT= < 3>

a) Sa se calculeze o7 i 0.

b) S& se determine numarul de inversiuni al permutéarii o.

c) Sa& se rezolve ecuatia ox = 7.

d) SAi se arate ci in orice submultime H a lui S3 care are 5 permutari, gdsim doud permutéari z si y cu
proprietatea ca xy # yzx.

2. Se considerd functia f: R = R, f(z) = (x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) si multimea A = {1,2,3,4}.

a) S4& se calculeze f'(z), x € R.

b) Utilizand teorema lui Rolle pentru functia f, sd se arate ca functia f’ are cate o radacind in intervalele
(1,2), (2,3) si (3,4).

. c f(x 1 1 1 1
c) Si se arate ca f((x))x—1+x—2+x—3+x—4’(
d) Derivand egalitatea de la punctul c), si se arate ca (f'(x))? > f(z)f"(x), (V) 2 € R\A.

V) z € R\A.

SUBIECTUL III

Se considera un numar prim p > 3, iar in corpul Z, se considera submultimea G = Z, — {f)} Pentru un element
a € G, definim functia f: G — G, f(z) =a - &.

a) Sa se arate ca, dacd &, § € G, atunci & - § € G.

b) Sa se arate ca functia f este injectiva.

c) Sa se arate ca functia f este bijectiva.



d) Din egalitatea 1-2-...- (p/—\l) =f)-f©2)-...- f(p/—\l), s se deduca relatia a?~* =1, (V) a € G.

e) Consideram polinoamele g, h € Z,[X], definite prin g = X?~! — Lh=X-1D)(X-2)...(X-(@p-1).
Sa se arate cd g(z) = h(2) =0, (V) Z € G.

f) Sésearatecéiﬁ-...-(p/—\l)—i—i:

>

SUBIECTUL IV
3 3
Se considera sirul (I,,),>1, definit prin Iy = / dz, I, = / sin” x dx, n > 1.
0 0

a) Sa se calculeze I si I;.

1
b) Utilizand metoda integrarii prin parti, sa se arate ca I, = n I,_o, (V) neN, n>2.
n
1 3 2n —1
c) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se arate ca I, = 571 n2 . g, (V) n e N*.
n
2 4 2n 1
S idera ted Topp1 == = ... — (v N*
e considerd cunoscut ¢ Jon41 = 7 - 3 =1 il (V)ne
I, 1
d) Sise arate cid 1 < §n+ , (V) n e N*.
n+1 n
e o 13 2n—1
Se considera sirul (wy,)p>1, definit prin w,, = 21 T V2n+1, (V) n € N*
= n

v . v I2n 2 ™

e) Sa se verifice ca = (wp)? - =, (V) n € N*.
2n+1 2

< - 2

f) Sia se arate ca lim w, = {/—.
n—o00 T



SESIUNEA SPECIALA

Proba D

Profilurile economic, fizica-chimie, chimie-biologie, militar real, industrial, agricol, silvic, sportiv real

SUBIECTUL 1
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 22 — 42 + 6.

a) Sa se verifice cd f(2—z) = f(2+x), (V) x € R.
b) Sai se rezolve in R ecuatia f(2%) = 2.

c) Sa se rezolve in R inecuatia f(z) < 3.
2. Se considera functia f: R — R, f(x) = €*.
a) Sa se calculeze f/(z), z € R.
b) Sa se calculeze /1 f(x) dx
c) Sa se arate cd funcl’gia f este convexa pe R.
3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerii punctele A(5,0), O(0,0) si B(3,—4).

a) S4 se verifice cd OA = OB.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

c) Sa se gaseascd un punct C(a,b) cu a, b € Z*, C # B si C # A, cu proprietatea cd OC = OB.

SUBIECTUL 11

. 1
>Ol[2(6

[t N RY

> O
N—

1. In .#,(Zs) se considers matricele A = (%

a) Sa se calculeze A2 oi A3.
b) Si se calculeze A2002 gi A2003,

c) Sa se arate cad A™ # I, (V) n € N*.
2. Se considerd functia f : R = R, f(z) =1 — 2% + 2.

20 +1
a ifice ca = R.
a) S4& se verifice ca f(z) poNE (V) z e
b) S& se arate cd f(x )71+ 5, (V) z € R

3 2d

c) Integrand inegalitatea de la punctul b), si se arate ca x — 3 + — >arctg z, (V) 2 > 0.

5

d) Notam cu F : R — R o primitiva a functiei f. S& se calculeze lim ?f((w>)
Tr—00

SUBIECTUL III

111 1 00

Se considerd matricele A = [1 2 3| gil3 = [0 1 0]. Pentru orice z € C, definim matricea B(x)
3 21 0 01

A + zI3 si functia polinomiald f: C — C, f(x) = det B(x).

a) Sa se determine determinantul gi rangul matricei A.
b) Si se arate ca f(x) = 2% + 42% — 5z, (V) z € C.

c) Sa se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.

a 0
d) Sa se gaseascd o matrice nenula U = | b | € #51(C) cu proprietatea AU = | 0
c 0



e) S& se giseascd o matrice nenuld C' € .3 3(C) cu proprietatea AC =

f) S& se arate ca nu existd o matrice V =

SUBIECTUL IV

X

z

1
Pentru oricare p € N gi ¢ € N, notdm cu B(p, q) = / z1(1 — z)P dx.
0

a)
b)
)
d)

e)

f)

Sa se calculeze B(1,1).

S& se arate cad B(0,n) =

1
+1’

(V) n e N.

o O O
o O O
o O O

1
y | € #51(C) cu proprietatea AV = | 0
0

Efectudnd schimbarea de variabila x = 1 — ¢, sa se arate cd B(p,q) = B(q,p).

Utilizand metoda integrarii prin parti, si se arate cd B(p,q) =

S& se arate cd B(n,q) =

S& se arate cad B(p,q) =

nlq!

(g+n)

plq!

(p+q+1)V

|B(O7n+Q)a (V) n, qEN-

() p, g e N.

_P B
q+1



SESIUNEA IUNIE-IULIE
Varianta 1

Proba D

Profilurile matematica-fizica, informatica si metrologie

SUBIECTUL I

1. Se considera functia f: C — C, f(z) = 3z — 2%, unde prin Z notam conjugatul numarului complex z.

a) Sa se verifice ca f(z) =3z — 2z, (V) z € C.
b) Si se arate ca (fo f)(z) =132 — 12z, (V) z € C.
c) Sa se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ci

5" +1 5" —1
(fofo.. of)(z)=>nts_ zZ, (V) neN g (V) 2 €C.
—_— 2 2
de n ori f

2. Se considera functia f: R — R, f(z) = (x + 1)2902,

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

f(2) = £(0)

b) Si se calculeze lim
x—0 x

c) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

1
d) Sise calculeze/ f(x) de.
—1

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considera punctele A,(2n+1,3n — 1), n € N.

a) Sa se calculeze lungimea segmentului [AgA;].
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.

c) S4 se arate cd punctul Ay, este situat pe dreapta AgA;, (V) k € N.

SUBIECTUL I1

"

1. Pe R se defineste legea de compozitie "o” prin x oy =z +y — 1.
a) S& se verifice cd zo (yoz) = (zoy)oz (V) x,y, z€R.
b) S4 se rezolve in R ecuatia 2% 0 4* = 5.
c) Si se rezolve in N* ecuatia C o C} 0 C2? = 44 + n.
d) Sa se rezolve in R inecuatia x o 22 < 1.
2. Se considera functia f: R = R, f(z) = x 4 arctg z.
a) S4& se calculeze f'(z), x € R.
b) S& se arate ca functia f este strict crescitoare pe R.
c) S& se arate ca functia f este bijectiva.

jus
4

1+
d) Notam cu g : R — R inversa functiei f. Sa se calculeze / g(z) dx.
0

SUBIECTUL III

Se consider polinoamele f = a +bX +cX? +dX3sig= X*+1, unde a, b, ¢, d € Q, iar g are radscinile z,
To, T3, T4 € C.

a b c d 1 1 1 1
. 1 . —-d a b ¢ . Ty X3 X
Se mai considera matricele A = siV = % % g %
—c —d a b r{ T3 T3 T
b —c —-d a 3 xd a3



a) Sa se verifice ca g = (X2 — X2+ 1)(X2 + X2 +1).
b) Sa se arate ca det(V) # 0.

flz1)  flz2)  flws)  f(xa)
r1f(21) waf(w2) w3f(w3) 934f(934)
w3 f(x1) x3f(x2) 23f(xs) aif(xa)
) xif(x
(

c) Sasearateca A -V =
i
aif(w1) a3f(wa) @3f(es) @if(za)
d) Utilizand relatia de la punctul c), s& se arate cd det(A) = f(z1)f(z2) f(x3)f(24).
e) Si se arate ca polinomul g este ireductibil in Q[X].

f) S& se arate ci a =b =c=d =0 dac si numai daci det(A) = 0.

SUBIECTUL IV

1 1 1 1
Se considera sirurile (ay)n>1, (bn)n>1, definite prin a,, =1 —|— —|— 51 +.t+ 5 si by —, (V) n € N*.
= = n! n
Admitem cunoscut faptul ca sirul (a,),>1 este convergent catre e.
a) Sa se verifice ca sirul (ay,)n,>1 este strict crescdtor.
b) Sa se arate ca sirul (b,),>1 este strict descrescator.
c) S& se arate cd an41 < e < by, (V) n € N*.
1
d) Utilizand inegalitdtile de la punctul ¢), si se arate cd ——— < e —a, < ——, (V) n € N*.
(n+1)! nl-n
e) Utilizand inegalititile de la punctul d), sa se arate cd numarul e este irational.
n
f) S& se arate cd nu existd doud polinoame nenule f, g € R[X], cu proprietatea ci a,, = f()), (V) n € N*.
g(n



Varianta 2

SUBIECTUL 1
1. Se considers polinoamele f = X3 + X2 +1sig = X*+ X3+ X + 1. Notdm cu z1, z2, £3 € C radicinile
polinomului f.
a) S& se determine catul i restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini rationale.
c) S& se arate cd g(z1) + g(z2) + g(z3) € Z.
2. Se considerd functia f : R — R, f(z) = zsin(z?).

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.

b) Si se calculeze lim Lx)
z—0 X

1
c) Sase calculeze/ f(z) de.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considerii punctele An(—n,n?), n e N.

a) S4& se scrie coordonatele punctelor Ay si Aj.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.

c) Sa se arate cd aria triunghiului A, A, 14,42 nu depinde de n € N.

SUBIECTUL II

1. Se considera functia f: C — C, f(z) = 8z — Z, unde prin Z notam conjugatul numarului complex z.

a) S4 se verifice ca f(z +iy) = Tz + yi, (V) z, y € R.
b) Sai se rezolve ecuatia f(z) = 0.
c) Sa se arate ca functia f este injectiva.
d) Sa se arate ca functia f este surjectivi.
2. Se considera functia f : [-3,3] = R, f(z) = 9 — 22. Notdm cu S suprafata plani cuprinsi intre graficul functiei
f st axa Ox.

a) Sa se calculeze aria suprafetei S.
b) Sa se arate ca dreapta x = 0 desparte suprafata S in doud regiuni de arii egale.

9
c) Sa se arate ca dreapta y = 9 — —- desparte suprafata S in doua regiuni de arii egale.

7

SUBIECTUL II1

In multimea .#(Zs) se considers submultimea G = { (5; Z) z,9 € Zs}.
a) Sa& se verifice cd I = (é g) €GsiOy= (8 g) cq.

b) Si se arate ca, daca &, § € Zs si 22 — 29% = 0, atunci & = ¢ = 0.
c) S& se arate cd, daca A, B€ G atunci A+ BeGsgi A-BeG.
d) S4& se determine numarul de elemente din multimea G.

e) Sa se arate ca, dacd A € G si A # Oy, atunci existd B € G astfel incat A- B = L.

f) Sa se dea un exemplu de structurd de corp cu 25 de elemente.



a)
b)

c)

d)

f)

SUBIECTUL IV

Se considera functia f: R — R, f(z) = 1 — 22002,

S& se calculeze f'(x), € R.

S& se arate ca functia f este strict descrescitoare pe intervalul [0, +00).
1 1 2
Sa se calculeze lim — (f’ <> + f () +.o 4 f (n))
n—oo N n n n

e a . o o . k—1 k
Utilizand teorema lui Lagrange, sa se arate ca pentru orice x €

, } avem inegalitatile
n

n

(zfj)f(’“;l) gf(x)f(i) < (zz)f/(i),(V)nZQ
sike{l,2,...,n).

Integrand inegalitatile de la punctul d), sa se arate ca

k

Lo (S s i@z (5) wnzo

-2 n 2n

sike{l,2,...,n}.

Adunéand inegalitatile de la punctul e), sa se calculeze

nli_)rr;()n(/(jf(x)dm—i(f(i)+f<i)+...+f(z>>>.



Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considera polinomul f = (X2 —1)(X? —4) — 1 cu radacinile 1, z2, 73, 24 € C.

a) Sa se verifice ca f = X% —5X? + 3.
b) Sa se arate ca polinomul f are toate radécinile reale.

c) Si se arate ci 27003 4 23903 4 22003 4 42003 ¢ N,
2. Se considerd functia f: R = R, f(z) = (z +1)° — (z — 1)5.

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

b) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

1
c) Siase calculeze/ f(z) de.
0

d) Sai se calculeze Er_n f(z).

n?—1 2n

3. In sistemul cartezian d donate O iders tele 0(0,0) si A, [ ——, ———
n sistemul cartezian de coordonate xr yse considera punctele (7 )§1 n(n2+1,n2+1

),(V)neN.

a) Sai se verifice identitatea (22 —1)? + (22)% = (22 + 1), (V) z € R.
b) Si se arate ca OA, =1, (V) n e N.

c) S se arate ca pe cercul de ecuatie 72 +y? = 1 avem o infinitate de puncte cu ambele coordonate rationale.

SUBIECTUL II

1. Se considerd inelul Zg si functia f : Z¢ — Zg, f(&) = 2™, unde n € N*.

a) Si se verifice ca a3 = a, (V) a € Zs.

b) Si se arate ca (2 + )% = 22+ ¢°, (V) 2, § € Ze.
c) Sa se determine cel mai mic numér natural n > 2 pentru care functia f este un izomorfism de inele.
2. Se considerd functia f: R — R, f(z) = In(2? + 4) — In(z? + 1).

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

z)— f(0
b) S& se calculeze lim f@) = 1),
z—0 xT
c) Sa se arate cd functia f este strict crescitoare pe intervalul (—oo,0] si strict descrescitoare pe intervalul
[0, 4+00).

d) Sisearate ca 0 < f(r) <In4, (V) z € R.

SUBIECTUL II1

o N O
w o O

1
In multimea .#;(C) se considers matricea A = | 0
0

a) Sa se calculeze determinantul i rangul matricei A.

b) Sa se arate ca matricea A este inversabild gi si se calculeze inversa ei.

c) S& se arate cd, daca Y € #3(C) si YA = AY, atunci exista a, b, ¢ € C astfel incat Y =

o o e
o ot O
o OO



d) Se considerd matricea Z = ,cua, b, c e C. Sa se arate, folosind metoda inductiei matematice, ca

o O e
o ot O
o O o

a® 0 0
zZrn=10 b 0|, (V)neN~
0 0 "

e) Se considera polinomul f = X" — «, unde o € C*. Si se arate ci polinomul f nu are rad&cini multiple.

f) Sa se determine numarul de solutii X € .#5(C) ale ecuatiei X202 = A.

SUBIECTUL IV

1 1
Se considera (I),, oy, definit prin Iy = / e Pdrsil, = / e Fa™ dx, (V) n € N*.
0

0

a) S4& se calculeze Ij.

1
b) Utilizand metoda integrarii prin parti, sa se arate c¢a I,, = —— +n - I,_1, (V)n € N*.
e

) Sa te i I, = ™ a2 L)) wnew
C a se arate ca n—e e 1' 2' n' y n .

n

d) S4 se arate ca % <zghe * <z", (V) z €[0,1], (V)n € N*.

<In< :

e) Integrand inegalititile de la punctul d), sa se arate ca T e merR

(V)n € N*.

f) Utilizand inegalititile de la punctul e), sd se arate ci e € R\Q.

10



1.

Varianta 4

SUBIECTUL I

Se considera functia f: C — C, f(x) = 2% + 22.

a) Sa se verifice ca f(x) = (z +1)%2 -1, (V) 2 € C.
b) S se rezolve in C ecuatia (f o f)(z) = 0.
c) Utilizind metoda inductiei matematice, si se arate cd (fo fo...o f), (V) x € C.
[\ —
de n ori f
Se considera functia f: R — R, f(x) = In(z? + 1).

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

b) Si se calculeze lim fz) = 1),
x—0 x

1
c) Sa se calculeze / f(z) dx.
0
In sistemul cartezian de coordonate zOy se considers punctele A, (n, —n), (V) n € N.

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.
b) Sai se arate ca lungimea segmentului A, A, 1 nu depinde de n, (V) n € N.

c) Sa se arate ca punctul A, se afli pe dreapta AgA;, (V) n € N.

SUBIECTUL II

r—y+z2=0
Se considera sistemul { 2 — 2y +32=0 , unde (z,y,2) € R3. Notim cu A matricea sistemului.

z—3y+52=0

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

b) Sa se rezolve sistemul.
c) Sa se giseasca o solutie (zg, Yo, 2z0) a sistemului pentru care xg + 2yo + 329 = 8.

1 1 1
Se considerd sirul (a,)p>1, definit prin a, = i + » +...+ =, (V) n € N*. Admitem cunoscut faptul ca
2

T si consideram sirurile (b, )n>1 $i (¢n)n>1 definite prin b, = a,, + —, (V) n € N*si ¢, = a,, + e
= = n n

lim a, =
n—oo

(V) n e N*.
a) Sa se arate ca sirul (b,),>1 este strict descrescator.

b) Sa se arate ca sirul (cy,),>1 este strict crescétor.
2

c) Sa se arate cd lim b, = lim ¢, = —-
n— oo n— 00 6

2
d) Si se arate ca lim n (an - 6) =-1.

n—roo

SUBIECTUL III

Pentru orice numar natural nenul n, se considerd multimea de numere rationale H,, = { - ’ ke Z}.
n!

a) Sa se arate cd, dacd x, y € Hy, atunci x +y € H,,.
b) Sa se arate ca, dacd z, y € H,, atunci z -y € H,.

c) Sa se arate cd, dacd n < p € N*, atunci H,, C H,,.

11



d)

f)

Sa se arate ca pentru orice numar rational r, existda n € N*, astfel incat r € H,.
1

S& se arate cd daca (G, +) este un subgrup al grupului (Q, +) si — € G, n € N*, atunci H, C G.
n!

Sa se demonstreze ci, dacd Gy, Go, ..., Gapp2 sunt subgrupuri ale grupului (Q,+) si Q = G1 UG2U. ..U G202,
atunci existd i € {1,2,...,2002} astfel incat G; = Q.

SUBIECTUL IV

Se considera numerele reale aq, ag, ..., a, gi functiile f, F: R - R, f(z) = a;sinx 4+ agsin2x + ... + a, sinnx si

F(z)

a)
b)

c)

d)

f)

ag Gn,
= —a1CcoST — ?cos2a:—...— —cosnx, unde n € N, n > 2.
n

Sa se arate ca functia F este o primitiva a functiei f pe R.
S& se verifice c& F(x + 2kw) = F(z), (V) k€ Z, (V) z € R.

Utilizand rezultatul: ” Dacd o functie g : R — R este periodicd i monotond, atunci funcfia g este constantd”,
sa se arate ca dacd f(z) >0, (V) z € R, atunci functia F' este constanta.

Sa se arate cd daca functia F' este constantd, atunci f(z) =0, (V) z € R.

27
Notam cu S(p,q) = / sin px sin gz dz, (V) p, ¢ € N*.
0

Utilizand formula
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a +b), (V) a, b € R,

0, dacap#q,p,qeN

& te ca S(p,q) =
sa se arate ca S(p, q) {W, (V) p € N*

Sa se demonstreze ca dacd f(z) >0, (V) z € R, atunci a; = a2 = ... =a, = 0.

12



Varianta 5

SUBIECTUL I

1.

Pe R se definegte legea de compozitie 7o” prin xoy =z + y + 2.

a) Sa se verifice cR zo(yoz)=(zxoy)oz (V) z,y, 2 €R.
b) Si se determine elementul e € R pentru care roe =eozx =z, (V) z € R.

¢) Utilizind metoda inductiei matematice, si se arate ca (V) n € N*, avem
XoOT10...0%y =g+ 21 + ...+ 2y +2n, V)2, 21,...,2, €R.
d) Sa se rezolve in N* ecuatia C0 o Cl 0 C2 o C" = 2n + 64.

Se considera functia f : R — R, f(z) = 2ze®”.

a) Sa se calculeze f'(z), x € R.

b) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.

1
c) Sase calculeze/ f(z) dx.
0

In sistemul cartezian de coordonate zOy se considersi punctele A, (3n,2n), (V) n € N.

a) S4 se scrie ecuatia dreptei AgA;.
b) Sai se calculeze lungimea segmentului AgA;.

c) Sa se arate cd pentru orice n € N, punctul A,, se giseste pe dreapta AgA;.

SUBIECTUL II

1.

- . o - v (1 2 3 4 (1 2 3 4
In multimea permutéarilor cu 4 elemente, S4, consideram permutarile e = (1 9 3 4>, o= (2 1 3 4>,

T = <§ ; ?; i), precum si submultimea H = {z € Sy|2? = e}.

a) Sa& se verifice ca e € H.
b) Sisearatecioce HgiTe H.

c) Sase arate cd o7 € H.

Se considera functia f : R = R, f(z) = acosx + bcos 2z + ccos 3z, unde a, b, ¢ € R.

a) Sa se calculeze f(z) de.

-
b) Sa se verifice c& f(z + 2nw) = f(z), (V) z € Rsi (V) n € N.
c) Utilizind rezultatul: ” Dacd o functie periodica f : R — R are limitd la infinit, atunci functia este con-
stantd”, sa se arate cd dacd lim f(x) =0, atunci a =b=c = 0.
Tr—r0o0

SUBIECTUL III

Se considera polinoamele f = X° —1gig=X*+ X3+ X2+ X + 1.

a)
b)

¢)
d)

Sa se determine cétul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.

1+v5 . 1-+/5
g Sbt=—5

Sa se verifice cd g = (X2 + aX + 1)(X? + bX + 1), unde a =

S& se arate cd polinomul g este ireductibil in Q[X].

Se considera polinomul cu coeficienti rationali h = X2 4+ pX + ¢. Si se arate ci daci polinoamele f si h nu sunt
prime intre ele, atunci ele au polinomul X — 1 ca cel mai mare divizor comun in Q[X].
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e) In multimea .#,(Q) se considerii matricele I, = ((1) (1)), 0y = (O O) si A= (Z i) Sa se verifice ca
A% — (r+u)A+ (ru — st)Iy = Os.

f) Si se arate ci daca A° = I, atunci A = I5.

SUBIECTUL IV

1 1 1"
Se considerd sirul (a,)n>1, definit prin a,, =1 — 3 + B + ...+ Q(n +) 1 (V) n € N*.
n+1

=l4a+a’>+...+a"+
1—a 1—a

b) Sa se deduca relatia

a) Si se verifice ci , (V) ne N*giaeR\{1}.

1 2 4 n,_2n n+1x2(n+1) *
a2 =l—-z"4+z"+...+ ()" + (-1) T (V)z €[0,1], (V)n € N*.
IQ(nJrl)
c) Sise arate ci 0 < e < 22D () € [0,1], (V) n € N*.
1 x2(n+1)

dx = 0.

d) Integrand inegalitatile de la punctul c), si se arate ca lim 5
n—oo Jo 142

1
1
e) Sise calculeze/ —— dx.
0 1 + 1’2

f) Integrand inegalitétile de la punctul b), si se arate cd lim a, = Z
n—oo

14



SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1

Profilurile economic, fizica-chimie, chimie-biologie, militar real, industrial, agricol, silvic, sportiv real

SUBIECTUL I
1. Se considera polinomul f = X3 + X2 + X + 1.
a) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la polinomul X + 1.
b) S se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.
c) Sa se rezolve in R ecuatia f(2%) = 0.
2. Se considera functia f: R — R, f(x) = sin 2z.

a) Sa se calculeze f/(z), z € R.

b) Si se calculeze lim fl@) = f(m),

2m
c) Sa se calculeze f(x) de.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate 20y se considers punctele A(1,1), B(—1,—1) si C(—1,1).

a) Si se calculeze lungimea segmentului AB.
b) Sa se determine panta dreptei AB.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AC.

SUBIECTUL I1I
r—y+z2=0
1. Se considers sistemul { z — 2y +32z =0 , unde (z,y,2) € R3. Notdm cu A matricea sistemului.
3 —2y+2=0
a) S4 se calculeze determinantul gi rangul matricei A.
b) Sa se rezolve sistemul.
c) Sa se gaseascd o solutie (zo, Yo, 20) & sistemului, cu proprietatea ca xo + yo + 20 = 4.

12—-141 22-2+1 n?—n+1
124141 224241 7 n24n+1’

2. Se considerd sirul (an)n>1, an = (V) n € N* 5i functia f : R — R,

flx) =22 —ax+1.

a) Si se verifice ca f(z+1) =22 +x+1, (V) z € R.
1

b) Utilizind metoda inductiei matematice, si se arate ca a, = —————, (V) n € N*.
n“+n-+1
c) Sa se calculeze lim ay,.
n—oo
[ #ta) s
d) Sa se calculeze lim 073~
n— o0 n
SUBIECTUL II1
5 . S . 1 0 . .
In multimea #5(R) se considerd matricea Iy = 0 1), precum si submultimea

€ (0,00), b e R}.

=16 Y)
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a) Sa se verifice cd matricea I € G.

b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci AB € G.

c) Sa& se arate cd, daca C € G, atunci exista D € G, astfel incat CD = DC = I,.
d) Sa se giseasca doud matrice S, T € G pentru care ST # T'S.

e) Sa se demonstreze cd, pentru orice matrice A € G si (V) n € N*, exista o matrice X € G astfel incat X™ = A.

SUBIECTUL IV

Se considera functiile f : R = R, f(z) =1—-2— 2?2 — 2> +...+28%s5ig: R = R, g(x) =2+ 1, (V) z € R.
a) Sa se calculeze f(—1) si g(—1).
b) Sa se verifice c& (v + 1) f(x) = g(z), (V) x € R.
c) Sa se arate ca dacd x < —1, atunci g(z) < 0 si daca > —1, atunci g(x) > 0.

d) Sa se arate ca f(x) >0, (V) z € R.
x2 23 2t z?
e) Si se arate ca functia F: R —» R, F(z) =z — 5 + 3771 +...+ ry este o primitiva a functiei f pe R.

f) S se arate cd F(z) > 0, (V) z > 0.
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1\? 1 1
1. a) Séseveriﬁcecé(a—) :a?’——3<a—>,(V)a€C*.
a

a a3

1
b) Sai se arate ca dacd a € R, a > 1, atunci a > —-
a

. 1 1
c) S se arate ci, daci x € R, > 1, atunci 2° — — =3 <:r - >
x x

2. Se considera functia f: R — R, f(x) = cos4x.

a) Sa se calculeze f'(z), x € R.

b) Si se calculeze lim M

x—0 x

c) Sise calculeze/ f(z) du.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se consideri punctele A(1,—1), B(2, —2) si C(3,—3).

a) Sa se calculeze lungimea segmentului AB.
b) S4 se scrie ecuatia dreptei AC.

c) Sa se arate ca punctul B se afld pe dreapta AC.

SUBIECTUL II

1. In multimea .#(Zs) se considers submultimea G = { < aé >

>

a,be Zg}

=33

a) Sa se verifice ca I = <é (j)> eGsiT= (_12 %) eq.

b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci AB € G.
c) Sa se determine numarul de elemente ale multimii G.

d) S4a se determine cel mai mic numar natural nenul n, pentru care 7" = I.

L . 200222001
2. Se considera functia f: R = R, f(z) = 22002 11

a) Si se verifice ca functia F: R — R, F(z) = In(2%°°2 + 1), este o primitivd a functiei f pe R.
1
b) Sai se calculeze / f(z) dx.
-1

c) Sa se determine asimptota citre —oo la graficul functiei f.

SUBIECTUL II1
Se considera polinoamele f = X% + X3 4+ X2 + X + 1 cu radicinile z1, 29, 73, 24 €Csig= X34+ X2+ X +1 cu
radacinile y1, y2, y3 € C.
a) Sa se determine céatul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) S se calculeze g(—1).
c) Sa se determine yq, Yo si ys.
2002 4 2002 | 42002

d) S4 se calculeze a = y5

e) S se arate cd numarul b = g(z1)g(z2)g(z3)g(z4) este natural.

17



f) Sasearate ca f(y1) + f(y2) + f(ys) = 3.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f : R — R, f(z) = e®(ax® + bx + ¢), unde a, b, ¢ € R.
a) Si se calculeze f'(z) si f"(z), x € R.
b) Si se determine a, b, ¢ € R dacd f(0) =0, f(0) =1si f(0) =4.
c) Consideram functia g : R — R, g(z) = e*(2% + x). Utilizind metoda inductiei matematice, si se arate ci

g™ (z) = e"(a? +2(n+ Dz +n?), (V)z € R, n € N*.

(Prin g™ am notat derivata de ordinul n a functiei g).

1)(2 1
d) Sz“absearatecéu12+22+32+...+712:n(nJr )6(n+ ),(V)nGN*.
e) Si se calculeze lim 9O +g"O) +.. +¢" ),

n—00 n3

1
f) Siase calculeze/ f(x) du.
0
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considerd functia f: R - R, f(z) = 2® + 2 + 1.

3
a) Sa se verifice ca f(z) > 7 (V) z € R.
b) Sa se rezolve in R ecuatia f(2%) = 3.

c) S& se rezolve in intervalul (0, c0) ecuatia f(log, ) = 3.
2. Se considera functia f : R — R, f(z) = e%*.
a) Sa se calculeze f/(z), x € R.

b) Si se arate ca functia f este convexa pe R.

1
c) Sase calculeze/ f(z) dx.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se consideri punctele A, (n,2n), (V) n € N.
a) Sa se calculeze coordonatele punctelor Ag si Aj.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AgA;.

c) Sa se arate ca A, se afld pe dreapta AgAq, (V) n € N.

SUBIECTUL II
1. Se considers polinomul f = X* + 1 cu radicinile 21, 9, 3, 24 € C.

a) Si se verifice identitatea f = (X2 — v2X + 1)(X? +v2X + 1).
b) Sa se arate ca polinomul f nu are nicio raddcina reala.
c) Sise calculeze S = 21 + 2o + 23+ 24 51 T = 23 + 23 + 22 + 22

d) Si se arate cd xf + 23 + 23 + z] = —4.
1
2. Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) =2+ —-
x

a) Sa se calculeze f'(z), x > 0.
b) Si se arate cid © = 1 este punct de minim global.

c) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1
5 3 \/5 . \/§ - .
d) Sa se arate ca 2 +2\/§<2 +2\/§

SUBIECTUL II1

In multimea .5 (Q) se considera submultimea G = { (;b Z)

a,beqQ, a2—2b2:1}.

a) Sa se verifice ca Iy = <é (1)) eqG.

b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci AB € G.

a

c) S& se arate cd, daca X € G, X = <2b

2), atunci X este matrice inversabild si X! = (_C;b _ab) eqG.

d) Sa se giseascd o matrice A € G, A = (;b Z) cub#0.

a

e) Sa se arate ca dacd B € G, B = <2b

Z) cua>0,b>0, atunci B® # I, (V) n € N*.
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f) S& se arate ca multimea G este infinita.

SUBIECTUL IV

Se considera functiile f : (—1,00) = R, f(z) =In(z+1)—zsig: (-1,00) = R, g(z) =ln(z +1) —z + T
22

x+1’

a) Si se verifice ca f/(z) = sig'(x) = (V) > —1.

-z
z+1

b) Sa se calculeze f'(0) si ¢'(0).

c) Sa se arate ca f(x) <0 < g(x), (V) z > 0.

d) Sasearatecil1+3+5+...+(2n—1)=n2 (V) n e N*.

e) Utilizand metoda inductiei matematice, si se arate ca

n(4n? — 1)
3

1 3 2n —1
f) Sa se calculeze lim (ln(1+2)+1n<1+2>+...+ln(1+ n2 >)
n— oo n n n

P432452+... +(2n—1)72= , (V)n € N*.
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Varianta 4

SUBIECTUL I
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2% + 42 + 2.
a) Si se verifice ca f(z) = (z +2)? — 2, (V) z € R.
b) Sa se rezolve in R ecuatia (f o f)(z) = —2.

c) Sa se rezolve in intervalul R ecuatia f(2%) = 7.

3

2. Se considera functia f: R — R, f(x) =e* .
a) Sa se calculeze f/(z), z € R.

b) S4i se calculeze lim M

z—0 xT

c) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R.

1
d) Sise calculeze/ f(x) da.
0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se consideri punctele A(3,4), B(4,3), C(0,5) si 0(0,0).
a) Sa se verifice ca OA = OB = OC.

b) S& se scrie ecuatia dreptei OA.

c) Sa se calculeze panta dreptei AB.

SUBIECTUL I1

1. Pe multimea numerelor reale definim legea de compozitie ”o” prin z oy = xy + 2z + 2y + 2, (V) z, y € R.

a) Sase verificecazoy= (z+2)(y+2)—2, (V) z,y €R.
b) Sise arate cd (roy)oz=zxo(yoz), (V) z, y, z€R
c) Sa se gaseascd doud elemente a, b € Q\Z astfel incat aob € N.
d) Sa se rezolve in (0,00) ecuatia (logy z) o (logg ) = —2
1

2. Se considera funct;ia f : [0, OO) — R, f({l:) = m

51 ] a —L_L
a) Sabeverlﬁcecaf(x)—x 1~ 2,(V)x€[0,oo).

v ~ —1— *
b) Sasearatecaf(1)+f(2)+...+f(n)—2 - 2,(V)n€N.

1
c) Sase calculeze/ f(z) dx.
0

d) S4 se calculeze nan;O(f(l) +f2)+ ...+ f(n).

SUBIECTUL II1

In multimea .#(C) se considerii matricele A = (Ccl 2), B= (; i)
a) Sa se calculeze AB si BA.
b) Sa se arate ca suma elementelor de pe diagonala principala a matricelor AB gi BA este aceeasi.

c) Sa se arate ca det(A + B) + det(A — B) = 2(det(A) + det(B)).
d) Si se arate ca det(AB) = det(A) - det(B).
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e) Utilizand metoda inductiel matematice, s se arate ca

det(Ay - Ag - ...+ Ay) = det(Ar) - det(As) - ... - det(Ay), (V) A1, Ao, ..., A, € Ms(C) si (V)1 € N*.

f) S& se arate ca det(A™) = det™(A4), (V) A € #>(C), (V) n € N*.

SUBIECTUL IV

Se considerd functiile f : R = R, f(z) =1+z+a?+...+28%si F: R - R, F(a:):/ f(t) dt, x e R.
0

a) Si se calculeze f(1).

b) S se verifice ca (xr —1)f(z) =27 — 1, (V) x € R.
c) S4 se arate cd f(x) >0, (V) z € R.

d) Sa se arate ca F'(z) = f(z), (V) z € R.

1 1
e) S4 se rezolve ecuatia F(x) =1+ 3 +... 4 =

f) S& se arate ca F(x) < zf(z), (V) z > 0.
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1.

2.

1.

Varianta 5

SUBIECTUL I

Se considera polinomul f = X2 +5X — 6.

a) S4 se determine catul si restul impéartirii polinomului f la polinomul X — 1.
b) Si se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.

c) Sa se rezolve in R inecuatia f(z) < 0.
Se considera functia f: R — R, f(z) = e"(sinz + cos z).

a) S4 se calculeze f/(z), x € R.

— f(0
b) Sa se calculeze lim 7]‘(35) 1 )
z—0 €T
c) Sa se verifice ca functia F': R — R, F(z0 = e” sinx este o primitiv a functiei f pe R.
2T
d) Sa se calculeze f(z) dx.
0

In sistemul cartezian de coordonate zOy se considersi punctele A(1,2), B(2,1) si C(3,3).

a) Sa se calculeze lungimea segmentului AB.
b) Si se determine panta dreptei AC.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

SUBIECTUL I1

Pe R definim legea de compozitie ”o” prin xoy =x +y + 10, (V) z, y € R.

a) Sidsearatecd (xoy)oz=zo0(yoz), (V) y, z€R.
b) Si se rezolve in R ecuatia 2% 0 4* = 16.
c) Sa se gaseascd doud elemente a, b € Q\Z astfel incat aob € N.

d) Si se rezolve in R ecuatia 22 o x = 12,

2?2 +4

S sidera, functia f: R — R = .

e considerd functia f , f(x) 1
a) Sa se verifice ca f(z) =1+ 3 (V) zeR
N 2+ 1’ '

1
b) S&se calculeze/ f(z) de.
0

c) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

SUBIECTUL III

In multimea .#5(C) se considerda matricele A = ((z) Z), I, = (1 0), precum si submultimea

0 0 1

G ={X € #,(C)| AX = X A}.

a)
b)
¢)
d)
5)
£)

Sa se verifice ca A € Ggi I, € G.

Sa se gaseasca o matrice T € .#2(C) cu proprietatea T' ¢ G.

S4 se verifice ca A% = —1,.

Sa se arate ca A2X = X A% (V) X € .#,(C).

Sa se arate ca, daca a, b € C, atunci matricea B = aly + bA € G.

Sa se arate ca, daca X € G, atunci exista a, b € C astfel incat X = aly + bA.
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SUBIECTUL IV

Se considera functiile f : (0,00) = R, f(z) =2Ina —alnz, unde a € R, a > 0.
S& se calculeze f'(x), z > 0.
S& se calculeze f(a) si f'(a).
Utilizand teorema lui Fermat sa se determine a > 0 cu proprietatea f(z) > 0, (V) x € (0, 00).
Sa se arate ca e® > z°, (V) x € (0, 00).
Sa se arate ca pentru x > 0, avem e* = z¢ daca si numai dacd x = e.

Sa se determine numerele reale ¢, b > 0 cu proprietatea ca c¢® + b* > 2¢ + 2%, (V) x € (0, 00).
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SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 1

Profilul pedagogic

SUBIECTUL I

1. O minge cade de la o naltime de 8 m. Dupa fiecare cadere, mingea se ridica la jumatate din naltimea de la care
a cazut.
a) Sa se afle ce distantd a parcurs mingea de la inceput si pand a atins paméantul a doua oara.
b) Si se afle la ce inaltime se ridicd mingea dupa ce a atins paméantul a treia oara.

c) Sa se demonstreze ci, distanta parcursd de minge de la inceput si pand atinge padméantul a suta oard, este
mai mica decat 24 m.

2. Se considerda multimea A formata din toate numerele naturale, scrise in baza 10, care se termina cu cifra 7.

a) Sa se gaseasca un cub perfect in multimea A.
b) Sa se arate ca multimea A nu contine niciun patrat perfect.

c) Si se arate cd multimea A contine o infinitate de cuburi perfecte.

3. Un numér a se mareste cu 10% din valoarea sa si se obtine numéarul b. Numérul b se micgoreaza cu 10% din
valoarea sa gi se obtine numarul c.

a) Sa se arate ca 10b = 11a.
b) Si se arate ca 10c = 9b.

c) Sa se determine numerele a, b si ¢, stiind cd a — ¢ = 1.

SUBIECTUL II
1. Se considera multimea A = {2? — y?| 2,y € Z}.

a) Sase verificeca0e Asgile A
b) Si se arate ca 2 ¢ A.

2

d) Sa se arate ca multimea A contine toate numerele intregi impare.

o . . . z+1\? z—1\°
c) Sa se verifice identitatea - 5 =z, (V) zeR.

0\ . 1
Q) S1 IQ = ((A)

> O

), precum si submultimea

=

2. In multimea .#(Zs) se considers matricele ((}) %), B = (
G = {X S %Q(Zg) |X2 = IQ}.

a) Sa se verifice cd I € G.
b) Sise arateca A€ G si B €G.
c) Sase arate ca AB ¢ G.

d) S4i se gaseasca cel mai mic numéar natural n pentru care (AB)" = I5.

SUBIECTUL II1

1. Se considers polinomul f = X* — X3 4+ X2 — X 4 1, cu radicinile =1, 29, 23, 24 € C.
a) Sa se calculeze f(1) si f(—1).
b) Si se determine a € C astfel incat sd avem identitatea f(X) = a(X — 21)(X — 22)(X — 23)(X — 4).
c) Sasearate cd (1 —x1)(1 —a9)(1 —a3)(1 —x4) = 1.
d) Sisearate cd (1 +21)(1+ z2)(1 + 23)(1 + z4) = 5.
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2
2. Se considera fractia n =0,a102...0y....

a) Sa se calculeze a; si as.
b) Sa se calculeze S = as +ag + ... + aspoz2-

c) Sase calculeze T = a1 + as + ... + asgo2.

SUBIECTUL 1V

Se considerd un triunghi ABC si M un punct situat in interiorul sau pe laturile triunghiului ABC. Se duc
perpendiculare din punctul M pe laturile AB, BC si AC in D, E respectiv F. Notam cu h, < hy < h, lungimile
inaltimilor triunghiului ABC duse din A, B respectiv C.

S S S
a) Sa se verifice ca AMB + BMC + OMA _ 1, unde prin Sxyz am notat aria triunghiului XY Z.

Sapc  Sac  Sasc

MD ME MF _

b) Sa se deduca relatia » + I + I 1.

MD ME MF
c) Sa& se verifice egalitatea MD + ME + MF = h—~hc—|— h—-ha + h—-hb.
c a b

d) Sasearateca,daciz, y, z,a,b,ceR z<y<zsia b cel0,l]]cua+b+c=1, atunciz <ar+by+cz < z.

e) Utilizand relatiile de la punctele b), c) si d), sa se arate cd h, < MD + ME + MF < h., pentru orice punct M
situat in interiorul sau pe laturile triunghiului ABC.
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Varianta 2

SUBIECTUL I

Matematicianul Sorin a hotarat sa publice articole de matematica. La varsta de 21 de ani el publica un articol.

Apoi, in fiecare an el publica un articol mai mult decat in anul precedent.

a)
b)

)

Sa se afle cate articole a publicat Sorin dupa trei ani.
Sa se afle cate articole a publicat Sorin in anul in care a avut varsta de 30 de ani.

Sa se determine cel mai mic numar natural n, cu proprietatea ca, dupa n ani, Sorin a publicat mai multe
articole decat dublul varstei sale.

Un numaér natural n > 2 se numeste ” plin de putere” daca fiecare factor prim din descompunerea sa apare la o

putere strict mai mare decat 1. (De exemplu, 72 = 23 - 32 este " plin de putere”).

a)
b)
)
d)

Sa se verifice ca numerele 8 gi 9 sunt ”pline de putere”.
S& se verifice identitatea 4n(n +1) + 1= (2n+1)?, (V) n € N.
Sa se arate ca produsul a doua numere ” pline de putere” este un numar ” plin de putere”.

Sa se gaseasca un numar natural n, n > 10, cu proprietatea ca n si n + 1 sunt numere ” pline de putere”.
b b

Trei urne A, B, C contin bile. O bila din urna A cantiareste 1 g, o bila din urna B cantareste 2 g si o bila

din urna C cantaregte 4 g. Se stie ca oricare doua urne au Impreuna de doud ori mai multe bile decat in urna

ramasa.

a)
b)
)

Sa se arate ca suma numaérul bilelor din cele trei urne este de trei ori numéarul bilelor din urna A.
Sa se arate ca in fiecare urna avem acelagi numar de bile.

Daca cantarim trei bile gi obtinem 7 g, atunci sa se precizeze din ce urna a provenit fiecare bila cantarita.

SUBIECTUL II

1. Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie ”o” definita prin xoy =z 4+ y + 1.

a)
b)
o)
d)

S& se verifice cd zo (yoz) = (zoy)oz (V) x,y, z € C.
S& se gaseasca doud elemente a, b € C\R, pentru care ao b € R.
Sa se gaseasca cel mai mare numar natural n, pentru care 102 o...0n < 2002.

Sa se rezolve in R ecuatia 2% 0 4* = 3.

2. Se considera multimea A = {4z + 5y |z,y € N}.

a)
b)

)

Sa se verifice ca numerele 12, 13, 14, 15 apartin multimii A.
S& se arate ca 11 ¢ A.
Sa se arate ca daca n € N, 12 < n < 2002, atunci n € A.

SUBIECTUL II1

1. In multimea .#5(Q) se considera submultimea G = { (Z —ab>

a)
b)

)
d)
2. a)

b)
)

a,b € Q} si matricea I = ((1) (1)>

Sa se verifice ca I € G.
Sa se arate ca daca A, B € G, atunci A- B € G.
S& se arate cd dacd A, B € G, atunci det(A - B) = det(A) - det(B).

Sa se gaseasca A € G, A= <Z _ab), cube Q\Zsi det(A) = 1.

Sa se verifice identitatea (a? — 1)% + (2a)? = (a®? + 1)%, (V) a € R.
S& se gdseasca o solutie (z,y) € (Q\Z) x (Q\Z) a ecuatiei 22 + y? = 1.
Sa se arate ci ecuatia 22 + y? = 1 are o infinitate de solutii in multimea (Q\Z) x (Q\Z).
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SUBIECTUL IV

Se considera tetraedrul ABCD cu inaltimile din A, B, C, D egale cu hy < hg < h¢ < hp. Dintr-un punct M

situat in interiorul sau pe fetele tetraedrului ducem perpendiculare pe fetele BCD, ACD, ABD si ABCm E, F, G
respectiv H.

a)

b)

)

d)

e)

9 . % Vi \% Vi . .
S4 se verifice cii —4ABC + MACD + MABD + MBCD _ 1, unde prin Vxyzr am notat volumul tetraedrului

Vapecp  Vasep  Vasep  Vasep
XYZT.

< o . ME MF MG MH
Sa se deduca relatia + + + =1
ha hp he hp

ME MF MG MH
Sa se verifice egalitatea ME+ MF+ MG+ MH=—— -ha+ — -hg+—— -hc+ —"-hp.
hA ]’LB hc hD

Sa se arate ca, dacd x, y, 2, t,a, b, ¢, d e R, e <y<z<tsia, b c,de[0,]]cua+b+c+d=1, atunci
r<ar+by+cz+dt <t.

Utilizand relatiile de la punctele b), ¢) si d), si se arate cd hy < ME+ MF + MG+ MH < hp, pentru orice
punct M situat in interiorul tetraedrului ABCD.
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Pentru efectuarea unor plati, un casier are numai bancnote de 3 euro si de 5 euro in numar nelimitat.

a) S& se arate cd nu poate achita exact 7 euro.
b) Sa se arate ca el poate achita exact 8 euro, 9 euro si 10 euro.

c) Sa se arate cd, dacad n € N, 8 <n < 2002, atunci casierul poate achita exact n euro.
2. Un numaér natural n > 2 se numeste compus daca nu este numar prim.

a) S4 se arate cd numerele 8 gi 9 sunt compuse.
b) Sa se giseascd patru numere naturale consecutive mai mici decat 100 care sunt compuse.

c) Sai se arate cd numerele A; = 2003!+2, Ay = 2003!+3, ..., Asgoz = 2003!+ 2003 sunt 2002 numere naturale
consecutive compuse.

3. Patru frati A, B, C, D au impreuna 20 de ani. Se stie ca dublul varstei lui B este suma varstelor lui A gi C, iar
dublul varstei lui C este suma varstelor lui B gi D. Se mai stie ca A si B au impreuna atatia ani cat are C.

a) Sa se arate ca suma varstelor lui A si D este aceeagi cu suma varstelor lui B si C.
b) S4i se afle varsta lui B.

c) Sa se afle varstele lui A, C si D.

SUBIECTUL I1
5 . Sy . a b\ . Ty
1. In multimea .#(C) se considera matricele A = c si B= p .

a) Sa se calculeze AB.
b) Sai se calculeze det(A) si det(B).
c) Sa se verifice cd det(A - B) = det(A) - det(B).

d) Utilizadnd metoda inductiei matematice, si se arate ci
det(X1 . G Xn) = det(Xl) . det(Xg) R det(Xn), (V) n € N* si (V) X1, Xo,..., X, € %Q(C)

2. a) Sise verifice ca 23 = &, (V) x € Zg.
b) Si se arate ci 22001 = & si #2902 = 32 (V) x € Z.

c) Si se arate ca ecuatia #2902 4 22000 4+ 22 + & 4+ 1 nu are solutie in inelul Zg.

SUBIECTUL II1

1. Se considers polinomul f = X* + 1, cu radacinile z;, 29, 23, x4 € C.

a) S se verifice ci f = (X2 — vV2X +1)(X2 +V2X +1).
b) Sai se arate ca polinomul f nu are radacini reale.

c) Sa se calculeze S = x1 + xo + x3 + 24.

d) Si se arate ca z] + 23 + 23 + af = —4.

e) Si se arate ca polinomul f este ireductibil in Q[X].

2. Se considers numerele a, = 22" +1, n € N.

a) S& se stabileascd dacd numarul ag este prim.

b) Si se arate cd numéarul a, nu este prim, (V) n € N*.
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SUBIECTUL IV

Pe planul dreptunghiului ABCD cu laturile AB = 4 i BC' = 3 se ridica perpendicularele AA” = 2, BB' = 4,
CC'"=8gi DD’ =6.

a) S4& se calculeze lungimile segmentelor A’B’, B'C’, C'D’, D' A’.

b) S& se verifice c& AA'+ CC' = BB’ + DD'.

c) Sa se calculeze lungimile liniilor mijlocii in trapezele AA’C'C si BB'D’'D.
d) S& se arate ca punctele A’, B’, C’ gi D’ sunt coplanare.

e) Si se arate ca patrulaterul A’B’C’D’ este paralelogram.

f) Si se calculeze aria patrulaterului A’B'C'D’.
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Varianta 4

SUBIECTUL I

1. La un spectacol, 25% din spectatori sunt baieti si 75% sunt fete. Dintre baieti, 40% au ochi albastri, iar dintre
fete 20% au ochi albagtri. Se stie ci in sala de spectacol sunt 300 de spectatori cu ochi albagtri.
a) S& se arate c& 10% dintre spectatori sunt baieti care au ochi albagtri.

b) Si se arate cad 15% dintre spectatori sunt fete care au ochi albagtri.
c) Sa se afle numarul total de spectatori.

2. Notam cu A multimea numerelor naturale de trei cifre si cu B multimea numerelor naturale formate din trei
cifre distincte. Precizam ca toate numerele despre care se discuta in problema sunt scrise in baza 10.

a) S& se determine numaérul elementelor multimii A.
b) Si se determine numarul elementelor multimii B.

3. La un turneu de tenis participd 128 de jucatori. Inaintea fiecrui tur, se impart jucatorii in grupe de cate 2,
care joaca intre ei. Invinsul paraseste turneul. Turneul se termind cadnd raméne un singur jucator. Pentru
participarea la turneu, jucatorii sunt premiati cu cate 100 de euro pentru fiecare meci jucat in turul 1, cate 200
de euro pentru fiecare meci jucat in turul 2, cate 300 de euro pentru fiecare meci jucat in turul 3, etc.

a) Sa se afle cati euro au fost platiti de organizatori pentru meciurile din primul tur.
b) Cati euro a cagtigat un jucitor care parasegte turneul in turul 37

c) Cati euro primeste cagtigatorul turneului, daca pentru victoria finald mai primeste 1000 de euro?

SUBIECTUL I1

1. Se considera multimea A = {#124+224+... £n?|n € N*}. De exemplu, 1 = 12, 2 = —12 — 22 — 32 4+ 42 deci
le Asi2e A
a) Sasearateca3 e Agide A
b) Si se verifice ci 4 = (z + 1) — (x +2)2 — (z +3)? + (z +4)2, (V) z € R.
c) Sasearatecape A, (V) peN*.
d) Si se arate cia A =Z.

2. Se considera polinomul f = (X + 1)(X —1)(X —2) + 1.
a) Sa verifice cd f = X2 —2X? — X + 3.

b) Si se arate ca polinomul f nu are radacini rationale.

c) Sa se arate ca polinomul f este ireductibil in Q[X].

SUBIECTUL II1

) si submultimea G = {X € #4(Z)| AX = X A}.

1. In multimea .#(Z) se consideri matricea A = (_01 (1)

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

b) Si se verifice cd A% = —1I5, unde I = ((1) (1)>

c) Sase verificecd [y € Ggi A € G.
d) S4 se gaseascd o matrice B € #5(Z), cu proprietatea cd AB # BA.

e) Si se arate ca, dacd X € G, atunci existd a, b € Z astfel incat X = aly + bA.

2. a) S4& se scrie numdrul 4 ca o sumé de doud numere naturale prime nu neapéarat diferite.
b) Sa se scrie numairul 8 ca o sumé de trei numere naturale prime nu neaparat diferite.

c) Sa se arate ca orice numar natural n > 4, se scrie ca o suma de numere naturale prime, nu neaparat diferite.

31



SUBIECTUL IV

Se considera triunghiul ABC' si M un punct in planul sdu, din care ducem perpendiculare pe latura AB in D, pe
latura BC 1n F si pe latura AC in F.

a) Utilizand teorema lui Pitagora, si se arate ci AD? — BD? = M A? — M B2
b) Si se demonstreze cd AD? — BD? + BE? — EC? + CF? — FA% = 0.
c) Si se arate ca, dacd X si Y sunt doud puncte pe dreapta AB si XA? — XB2 =Y A? — Y B? atunci X =Y.

d) Si se arate ca, daci X € AB, Y € BC si Z € AC astfel incat XA? — XB? +YB? - YC? + ZC? — ZA? =0,
atunci perpendicularele duse in X, Y respectiv Z pe laturile AB, BC respectiv AC sunt concurente.

e) S4i se arate ci, dacd triunghiul ABC este echilateral, cu latura de lungime a si punctul M se afli in interiorul
3
triunghiului, atunci AD + BE + CF = ?a.
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Varianta 5

SUBIECTUL I

1. O insula vulcanica are inédltimea de 100 m. In fiecare an, datoriti activitatii vulcanice, insula cregte cu 5% din
inaltimea sa.
a) S4 se afle indltimea insulei dupa un an.
b) Sa se afle ce inaltime are insula dupa 2 ani.
c) Sa se arate cd, dupa 20 de ani, insula are cel putin 200 m indltime.

2. Trei bile a, b si ¢ cantaresc impreuna 300 g. Se stie ca suma greutatilor bilelor a si b este egala cu dublul greutatii
bilei ¢ si ca produsul greutatilor bilelor b si ¢ este egald cu patratul greutatii bilei a.
a) Si se afle cat cantareste bila c.
b) S se afle cat cantéregte bila a.

c) Sa se afle cat cantareste bila b.

3. La un stadion cu capacitatea de 10000 locuri, vin spectatorii. In primul minut vine un spectator, in al doilea
minut vin 3 spectatori, ... , In al n-lea minut sosesc 2n — 1 spectatori.

a) Sa se afle cati spectatori au venit dupd primele 5 minute.
b) Sasearatecil+3+5+...+(2n—1)=n2, (V) n € N*.

c) Sa se determine cel mai mic numér natural n, cu proprietatea ci, dupa n minute, stadionul este plin.

SUBIECTUL I1

1. Se considera o multime A cu 10 elemente.

a) Sa se determine numarul submultimilor multimii A care au cel mult un element.
b) Sa se determine numérul submultimilor multimii A care au cel mult doud elemente.

c) Sa se arate cad numarul submultimilor multimii A care au un numaér impar de elemente este egal cu numérul
submultimilor multimii A care au un numaér par de elemente.

2. In multimea .#5(C) se considerd matricele A = (11 11), I, = ((1) (1)>, precum si submultimea
G={X e (C)|AX = X A}.
a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.
b) S& se verifice cd I, € G si A € G.
c) Sa se arate cd, dacd a, b € C, atunci aly + bA € G.
d) Sa se arate ca, dacd X € G, atunci existd a, b € C astfel incit X = als + bA.

SUBIECTUL III

1. Se considera polinomul f = (X —1)(X —2)(X —3)(X —4) + 1.

a) Sa se calculeze f(0).
b) Si se arate ca f = (X2 —5X +5)%
c) Siase arate ca f(k) > 1, (V) k € Z.

2. Se considera numerele a,, = (n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4), (V) n € N*.

a) S4 se verifice cd aq, as, a3 §i ag sunt patrate perfecte.

b) Sa se arate ca, dacd n > 5, atunci a,, nu este patratul unui numar natural.
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SUBIECTUL IV

Se considera piramida VABC. Notam cu G1, G3, G respectiv G4 centrele de greutate ale fetelor ABC, VBC,
V AC respectiv VAB. Notam cu D mijlocul segmentului BC'

a) S& se arate cd dreptele VG si AG2 sunt conginute in planul VAD.

VA
b) Sa se arate ca dreptele G1G2 si V A sunt paralele si G1G2 = =5

c) Sa se arate ca planele (G1G2G3) si (VAB) sunt paralele.
1
d) Sa se arate ca raportul dintre aria triunghiului G1G2G3 si aria triunghiului VAB este egal cu —-
e) Stiind cd piramida VABC' are toate muchiile (laterale si ale bazei) egale, si se arate c& raportul dintre volumul

piramidei G1G2G3G4 §i volumul piramidei VABC este egal cu 77
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SESIUNEA IUNIE-IULIE

Varianta 3

Profilul uman

SUBIECTUL I

> =
D> —>
> >
> =
> O

1. In multimea .#,(Zs3) se considers matricele A = (

(i Yo

) , precum si submultimea
G ={X € Mr(73)| X* = I}

a) Sa& se verifice ca I € G.
b) Sisearate ca A€ G i B e G.
c) Sa se calculeze AB.
d) Si se arate ca AB ¢ G.
e) Si se determine cel mai mic numér natural nenul n pentru care (AB)" = I.
2. Se considera functia f: R — R, f(z) = 22092 + 2 + 1.
a) Sa se calculeze f/(z), z € R.
—f@1
b) Sa se calculeze lim flo) = f),

r—1 r—1
c) Sa se arate ca functia f este convexd pe R.

1
d) Sase calculeze/ f(z) de.

0
|t a
e) S se calculeze lim 20— .

r—yoo 2003

SUBIECTUL II

Pe multimea numerelor complexe se considera legea de compozitie ”o” definita prin x oy = xy +ix + iy — 1 — 4.
a) Siase verifice cA xoy = (z+1i)(y+1i) —1, (V) z,y € C.
b) Sise arate ca xo(yoz)=(xoy)oz, (V) z, vy, z€C.
c) S4 se giseascd doud elemente a, b € C\R astfel incat aob € R.

d) Sa se demonstreze, utilizind metoda inductiei matematice, ca
Z10x90...0x, = (x1+i)o(xa+i)o...0o(xy,+1i)—i, V)neN" ¢ x1,29,...,2, € C.

e) S se rezolve in C ecuatia zoxoxox =1—1.

SUBIECTUL III

Se considerd functiile f : R - R, f(z) =1+x+2*+...+2% F: R > R, F(z) = /mf(t) dt sig: R = R,
g(z) =27 - 1. ’
a) Sa se calculeze f(1) si g(1).
b) Si se verifice ca (z — 1) f(z) =27 — 1, (V) z € R.
c) Sa se calculeze ¢'(x), x € R.

d) Sa se arate ca functia g este strict crescatoare pe R.
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e) Sise arate ca f(x) >0, (V) z € R.

f) S4 se calculeze lim Fn)

w00 0 (n)

SUBIECTUL IV

Se considera polinomul f = X4 — 14X?2 4+ 9, cu ridscinile z1, z2, 3, 4 € C.
a) Si se verifice ca (V5 ++/2)2 = 7+ 2V10 51 (V5 — v2)? =7 —2V/10.
b) Sa se verifice ca f(—=x) = f(x), (V) z € R.
c) S& se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.
d) Sasearatecd f= (X —v2—-V5)(X —vV2+V5)(X +v2-V5)(X +v2+5).
e) Si se calculeze x1 + x2 + 23 + 4.

f) S se arate ca w2903 4 22003 4 52003 4 42003 — ),
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BACALAUREAT 2002
SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilurile matematica-fizica, informatica si metrologie

SUBIECTUL I

&

1
1. Se considera functia f: C — C, f(2) = ez + 1, unde € = -3 + i7-

a) Si se verifice ci €2 +e+1=0gicie =1.
b) Si se arate ci (fo fo f)(z) =2, (V) z €C.
c) Si se rezolve in C ecuatia (f o fo f)(z) = 2.

1

2. Se considera sirul (a,)n>1, @ = ———=, (V) n € N*.
= vn+1l++/n

a) Sa se calculeze lim a,.
n—oo

b) S& se verifice c¢d a, = vn+1—+/n, (V) n € N*.
c) Sasearatecida; +as+...+a, =+vn+1-1, (V) ne N~

o . an
d) S lcul 1 e
) S& se calculeze Jim. NG

3. In sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considerii punctele A(5,12), B(12,5), C(0,13) si O(0,0).

a) S4 se calculeze panta dreptei AB.
b) Sa se scrie ecuatia dreptei AC.
c) Sa se verifice cda OA = 0B = OC.

SUBIECTUL II
ax(x —1)

1. a) Si se determine numairul real a pentru care avem identitatea C? = 2 , (V) x€e N,z >2.

b) Si se rezolve in N inecuatia C2 < 6, n > 2.
c) Si se verifice identitatea CY = CYT} — CY*, (V) 2, y €N, z > y > 0.
d) Utilizénd relatia de la punctul c), si se arate cd C},, +Cf o +... +Cf,, = C’giiﬂ -1, (V) p, n € N*.
1 . Inz
2. Se considera functia f: (0,00) = R, f(z) = —-
x
a) Sd se calculeze f'(z), x > 0.
b) Si se arate ca f(x) < f(e), (V) > 0.
c) Sa se deducd inegalitatea z¢ < e”, (V) x > 0.

d) Sise calculeze/ f(z) de.
1

SUBIECTUL III
i€ 25}.

2>
SRS
N———

In multimea . (Zs) se considerd submultimea G = { (ég}

A0 (000
a) Sa se verifice cd I = (0 i) €GsiOy = (0 0) cq.
b) Si se arate ca, daci &, € Zs si @2 — 2% = 0, atunci & = § = 0.
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c) Sa& se arate ca, dacd A, B € G, atunci A+ B € G i AB € G.
d) Sa se determine numarul elementelor multimii G.
e) Sa se arate ca, dacd A € G i A # Oy, atunci existd B € G astfel incat AB = I5.

f) Sa se dea un exemplu de structurd de corp cu 25 de elemente.

SUBIECTUL IV

Se considera functiile f : R = R, f(z) =1+x+ 22+ ... +222 4 F: R - R, F(x) :/ f(t) dt, (V) z e R.
0

a) Sa se calculeze f(1).

b) Si se verifice ci (z — 1) f(x) = 22°9% — 1, 2 € R.
c) Sase arate ca f(xz) >0, (V) z € R.

d) Si se arate cd F'(z) = f(z), (V) z € R.

e) Sa se arate ca functia F' este bijectiva.

[t

1 1 @
f) Notam cu g: R — R inversa functiei F' si cu a = 1 + 3 + ...+ 2003 Sa se calculeze / g(z) dx.
0
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Varianta 2

SUBIECTUL I
1. Se considers polinomul f = X* + 4 cu radicinile =1, =2, 3, 24 € C.

a) Si se verifice identitatea f = (X2 — 2X + 2)(X? 42X + 2).
b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.

c) Sa se calculeze S = 1 + x2 + x3 + 24.

d) S se arate ca a7 + 23 + 23 + 2] = —16.

2

2. Se considera functia f: R = R, f(x) =e .
a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

b) Sa& se calculeze lim w

z—0 xT
c) Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.

3. In sistemul cartezian de coordonate xOy se considera dreptele de ecuatii:
di:rz4+2y+3=0, do:2x+y+3=0, d3:3x+4y+7=0.

a) Sa se scrie determine coordonatele punctului de intersectie al dreptelor d; si ds.
b) Sa se arate ca dreptele dy, da i d3 sunt concurente.

c) Sa se scrie ecuatia cercului cu centrul in O(0,0) si care trece prin punctul de concurenta al celor trei drepte.

SUBIECTUL I1

1. a) Si se determine numdrul real a pentru care avem identitatea A2 = ax(z — 1), (V) z > 2.
b) S se rezolve in N inecuatia A2 < 12, n > 2.
c) Si se verifice identitatea C¥*+! = C¥T} — Y,
d) Utilizand relatia de la punctul c), sa se arate ca C}, +C;i% +.. .+C;L7$ = ;L’;‘H — C;’l, (Y) p, r, n € N*¥,
p>r.

V) z,ye N,z >y.

2. Se considera functia f: R — R, f(z) = 220% 4z + 1.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

1
b) S&se calculeze/ f(z) dz.
0

c) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

3
d) Notam cu g : R — R inversa functiei f. Sa se calculeze / g(z) dx.
1

SUBIECTUL III

ia b 100
In multimea . (Z3) se considera submultimea G = 0 1 ¢|labéeZsy simatriceals= [0 1 0
0 0 1 0 0 1

a) Si se verifice ca I € G.

b) Sa se arate ca, daci A, B € G atunci A- B € G.

c) S se arate ca, oricare ar fi matricea A € G, avem A3 = I3.
d) Sa se giseascd doud matrice A, B € G pentru care AB # BA.

e) Si se dea un exemplu de structura de grup necomutativ cu 27 de elemente, (H,-), in care 23 = e, (V) v € H,
unde e este elementul neutru al grupului H.
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f)

SUBIECTUL IV

Se considera functia f: R — R, f(z) =2 +m® —4* — 5%, unde m € R, m > 0.

S& se determine f'(z), x € R.

S& se calculeze f(0) si f/(0).

Sa se determine m > 0 astfel incat f(z) > 0, pentru orice z € R.

Pentru m = 10, sa se calculeze aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f, axa Oz si dreptele de ecuatii

r=0gz=1.

Sa se demonstreze ca, dacd a, b, ¢, d € R, 0 <a<b<c<dsia+d=Db+ ¢, atunci pentru orice n € N, n > 2,

are loc relatia a™ 4+ d™ > b" + ™.

Considerand m = 10, si se arate ca pentru orice n € N, n > 2, avem f(”)(O) > 0. (Am notat prin ™ derivata

de ordinul n a functiei f).
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = X3 —6X2 +11X — 6.
a) Sa se determine restul impartirii polinomului f la polinomul X — 1.
b) Sa se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.
c) Sa se rezolve in R ecuatia f(2%) = 0.

2. Se considerd functia f: R - R, f(z) = (x +1)5 + (z — 1)°.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

b) S4& se calculeze lim M

z—0 xT

c) Sa se determine intervalele de convexitate gi de concavitate ale functiei f.

1
d) Sise calculeze/ f(x) de.
—1

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd cercul de ecuatie 22 + y2 = 25.

a) Sa se scrie determine coordonatele centrului cercului si raza cercului.
b) Si se verifice cd punctul A(3,4) se afld pe cerc.

c) Sa se arate ca dreapta de ecuatie 3z + 4y — 25 = 0 este tangentd la cerc in punctul A(3,4).

SUBIECTUL II
1. Pe multimea R se considera legea de compozitie "0”, definita prin xoy = +y — 1.

a) Sase verificecazo(yoz)=(zoy)oz (V) x,y, z€R.
b) Sai se rezolve in R ecuatia 2% 0 4* = 5.
c) Si se rezolve in N* ecuatia CY o C} o C2 = 44 + n.
d) Si se rezolve in R inecuatia z o 2?2 <1 .
2. Se considera functia f: R — R, f(z) =e* — e~ 7.
a) Sa se verifice ca f(—z) = —f(z), (V) z € R.
b) Sa se calculeze f/(z), x € R.
c) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

d) Notam cu g: R — R inversa functiei f. S& se calculeze ¢’(0).

SUBIECTUL II1

Se considera polinoamele f = a4+ bX 4+ cX? +dX?si g = X* -1, unde a, b, ¢, d € C, iar ¢ are radicinile =1, 2,
r3, T4 € C.

a b ¢ d 1 1 1 1
. 1 . d a b ¢ . T1 T2 T3 X
Se mai considera matricele A = siV = % % :2)’ 3
c d a b Ty Ty T3 Ty
b ¢ d a 90:;’ x‘;’ ~T§ xi

a) Sa se verifice cd g = (X2 — 1)(X?% +1).
b) S4& se arate ca det(V) # 0.
flx)  flz2)  flzs)  flza)

. 2 | T f(@) maf(ze) wsf(xs) waf(za)
c) Si se arate cd AV = x%f(xi) xéf(a:z) ng(xi) aéf(ﬁi)
x?f(fﬂl) w%f(mg) Jfgf(fﬁs) xif(m)
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d) Utilizand relatia de la punctul c), sd se arate ca det(A) = f(z1)f(x2)f(x3)f(x4).
e) Pentrua=c=d=0sib=1,si se calculeze A? 5i A*.

f) Pentrua=c=d=0gib=1, sd se arate ca matricea A este inversabila si si se calculeze inversa sa.

SUBIECTUL IV
o : . _ N r oz’ "
Se considerd n € N* gi functiile f : [0,00) = R, f(z) = e ®2",g: [0,00) = R, g(z) =1—* |1+ T + o +ot
1 x
§ih:[0,00) = R, h(z) = ﬁ/ F(#) dt.
~Jo
a) Sa se calculeze g(0) si h(0).
b) S& se verifice ca ¢'(z) = h'(z), (V) z > 0.

c) Sa se arate ca g(x) = h(z), (V) z > 0.

e—zxn+1
d) Si se arate cad 0 < g(z) < — (V) x € ]0,n].
n!
l.n+1
e) Sa se arate ca, dacd « > 0, atunci lim =0.
n—ooo nl

n

2
f) Sa se demonstreze ca lim |1+ T )= e’, (V) x > 0.
n— oo 12 n!
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilurile economic, fizica-chimie, chimie-biologie, militar real, industrial, agricol, silvic, sportiv real

SUBIECTUL I
1. Se considera functia f : R — R, f(z) = 2? + 2o + m, unde m este un parametru real.

a) S& se determine valorile parametrului m, astfel incat f(x) >0, (V) z € R.
b) Pentru m = 0, s se rezolve ecuatia f(z) = 0.
c) Pentru m = 0, s& se rezolve ecuatia f(27) = 8.

d) Pentru m = 0, sa se rezolve inecuatia f(x) < 0.
2. Se considera functia f: R — R, f(x) = arctg «.

a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

f(@) = £(0)
x
c) Sa se determine intervalele de convexitate gi de concavitate ale functiei f.

b) Si se calculeze lim
z—0

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerd punctele A(1,2), B(2,1), C(3,3).

a) S4 se calculeze lungimea segmentului AB.
b) Si se determine panta dreptei AB.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei BC.

SUBIECTUL I1
1. Se considers polinomul cu coeficienti reali f = (X +1)19, cu forma algebrica f = a10 X% +agX°+...+a1 X +ao.

a) Sa se calculeze f(0).

b) S se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

1 -1
c) Sasearatecdag+ast+ag+...+a 0= %
2
1
2. Se considera functia f: [0,00) = R, f(z) = %
x

1
a) Sa& se verifice ca f(z) =z + P (V) z>0.

b) Si se determine asimptotele la graficul functiei f.

1
c) Sase calculeze/ f(z) dz.
0

SUBIECTUL II1

In multimea ., (C) se considera matricele A = (_11 _11>, I, = (é (1)>7 precum si submultimea
G={X € #,(C)|AX = X A}.

a) Sa se calculeze determinantul gi rangul matricei A.

b) Sa se verifice c& I, € G si A € G.

c) Sise arate cid XA%2 = A2X, (V) X € .#,(C).

d) Sa se giseasca o matrice B € #>(C) cu proprietatea ca AB # BA.
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5)
£)

a)
b)

c)

d)

f)

Sa se arate ca, daca a, b € C, atunci aly + bA € G.

Sa se arate ca, daca X € (G, atunci exista x, y € C astfel incat X = xly 4+ yA.

SUBIECTUL IV

Se considera functia f : R — R, f(z) = 2%e®.

S& se calculeze f'(x), z € R.
Utilizand metoda inductiei matematice, si se arate ca f(™ (z) = e® (22 +2nz +n(n—1)), (V) n € N*, (V) z € R.
(S-a notat prin f(™) derivata de ordinul n a functiei f).

(n—1n(n+1)

Sasearatecd 1-2+2-3+...+(n—1)-n= 3

,nmeN,n>2.

! " (n)
Sa se calculeze lim FO+ O+ +f (0)

n—00 n3

1
Sa se calculeze / f(z) de.
0

Si se gaseasca o functie g : R — R, indefinit derivabila, cu proprietatea ca g™ (0) = n(n + 1), (V) n € N*.
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Se considers polinomul f = X* + 1 cu radicinile 21, 2, 3, 24 € C.

a) Si se verifice identitatea f = (X2 — Xv/2 + 1)(X? + X2+ 1).
b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.
c) Sa se calculeze S = 1 + x2 + 3 + 24.
d) Si se arate ca x + 23 + 23 + 2] = —4.
2. Se considera functia f : R = R, f(z) = (z + 1)* + (z — 1)
a) Sa se calculeze f'(z), z € R.

f(2) = £(0)

b) Si se calculeze lim
x—0 x

c) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

1
d) Sise calculeze/ f(x) de.
-1

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se consideri punctele A(6,8), B(8,6), C(0,10).

a) Sa se determine panta dreptei AB.
b) S4 se scrie ecuatia dreptei AC.
c) Sa se verifice cda OA = 0B = OC.

SUBIECTUL I1
1. Pe multimea R se considera legea de compozitie ”0”, definita prin x oy = +y + 1.

a) S& se verifice cA zo(yoz)=(zoy)oz (V) x,y, 2z €R.
b) Sa se giseasca doud elemente a, b € Q\Z, cu proprietatea cd aob € Z.

c) Sa& se rezolve in R ecuatia x o (2z) 0. ..o (2002x) = 2001.

2
2. Se considera functia f: R = R, f(z) = f:::?
x

a) S4 se determine asimptotele la graficul functiei f.
b) Si se calculeze f'(z), z € R.

1
c) Sase Calculeze/ f(z) de.
0

SUBIECTUL III

In multimea .#(Zs) se considerd matricele A = (é ;), B = <
G = {X S %Q(Z;g) |X2 = 12}.

> O

>, precum si submultimea

a) Sa se verifice cd I € G.

b) Sia se arate cd A€ G si B € G.

c) Sa se arate cd AB # BA.

d) S& se arate cd AB ¢ G.

e) Si se determine cel mai mic numér natural nenul n, cu proprietatea ci (AB)" = Is.

f) S& se arate c& multimea G are cel putin 6 elemente.
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SUBIECTUL IV

1
Se considera functia f: R\{-1} = R, f(z) = T2
x
Sa se determine asimptota verticala a graficului functiei f.
Sa se determine asimptota la +o00 a graficului functiei f.

Sa se arate ca f(x) — 14+x—22 <0, (V) 2 > 0.

Sa se arate ca f(x) — 14+x—22 4+ 23>0, (V) > 0.

1
Sa se deduca inegalitatile 1 — 2 + 22 — 2% < —— <1 —a + 22, (V) 2 > 0.

T 14z

Sa se arate ca aria cuprinsa intre graficul functiei g : [0,00) — R, g(x)

2 = 1, este un numar real cuprins in intervalul (0,91;0, 96).
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Varianta 3

SUBIECTUL 1
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 2% + 6x + 6.
a) Si se verifice ca f(z) = (z +3)2 -3, (V) z € R.
b) Si se arate cd f(z) > =3, (V) z € R.
c) S& se rezolve in R ecuatia f(2%) = 22.
2. Se considera functia f: R — R, f(x) =e* + e 7.
a) Sa se calculeze f/(z), z € R.

b) Sa se calculeze lim M

x—0 x

1
c) Sase Calculeze/ f(x) da.
-1

3. In sistemul cartezian de coordonate zOy se considerii punctele A(1,1), B(—1,-1), C(~1,1).

a) Si se calculeze lungimea segmentului AB.
b) Si se determine panta dreptei AB.

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AC.

SUBIECTUL II

1. Se considerd polinomul cu coeficienti reali f = (X + 1)1 + (X — 1)!° cu forma algebrica f = a10X'° + ag X° +
ot ar X +ag.

a) Sa se calculeze f(0).

b) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

1 -1
C) Sésearatecéa0+a2+a4+._._~_aw:%.

4 1
2. Se considera functiile f : R — R, f(z ﬁ sig: R =R, g(x) = Gy w—

) =
(an)n>1, definit prin a,, = f(1) + f(2) + ...+ f(n), (V) n € N*.
a) S& se arate cd f(z) = g(z) —g(x+ 1), (V) z € R.
1
2n2+2n+1’

- Se mai considera girul

b) Si se arate cd a, =1 — (V) n € N*.

c) Sa se calculeze lim ay,.
n—oo

1
d) Sise calculeze/ f(z) de.
0

SUBIECTUL III

In multimea .#(Q) se considers submultimea G = { (??b z>

a? —3b% =1, a,be@}.

a) Sa se verifice cd Iy = <(1) ?) cd.

b) S se arate ci, dacid A, B € G, atunci AB € G.

a

3b

c) S& se arate cd, daca X € G, X =
-3b a

2>7 atunci X este matrice inversabild si X! = ( “ _b>

d) Sa se giseascd o matrice A € G, A = (;b 2) cub#0.
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e) Si se arate ci, dacdi B € G, B = ( Z) cua>0,b>0,atunci B" # I, (V) n € N*.

a
3b

f) S& se arate cd multimea G este infinita.

SUBIECTUL IV
Se considerd functiile f,g : R — R, f(z) = arctg =, g(x) = arctg x — x si sirul (a,)nen, definit prin ag = 1 si
an+1 = f(an), (V) n € N.
a) Sa se calculeze f/(z) ¢l ¢'(x), x € R.
b) Sa se arate ca functia f este strict crescitoare pe R si cd functia g este strict descrescitoare pe R.
c) S& se arate cd g(x) = 0 daca gi numai dacd x = 0.
d) Sa se arate ca sgirul (a,)nen este descrescator gi marginit.

e) Sa se calculeze lim a,.
n—oo

o . anJrl
f) S4 se calculeze lim .
n—co  Q,
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilul pedagogic

SUBIECTUL I

1. Se considera multimea A compusa din toate numerele de patru cifre distincte, scrise in baza 10, formate cu cifrele
1,2, 354

a) S4 se determine numaérul elementelor multimii A.

Se ordoneaza crescator elementele multimii A. (Pe locul inti este cel mai mic element, pe locul doi este
urmétorul, etc.).

b) Si se determine elementul din multimea A, situat pe locul trei.
c) Sa se afle pe ce loc se gasegte elementul 4132 in multimea A.

2. Un calator are de parcurs o distanta intre doua orase. In prima zi el a parcurs jumatate din distanta si inca
un kilometru. A doua zi el a parcurs juméatate din distanta ramasa si inca un kilometru. A treia zi a parcurs
ultimii 30 de kilometri.

a) Sa se determine distanta parcursd de calitor in ziua a doua.

b) Si se determine distanta parcursd de céldtor in prima zi.

c) Sa se afle cate zile ar fi durat célatoria, daca in fiecare zi cilatorul ar fi parcurs juméatate din distanta
ramasa si inca un kilometru.

3. Se considera numarul a =2-4-6-...-50.

a) Si se determine numaérul de zerouri cu care se termind numéarul « in scrierea zecimala.
b) S& se arate cad numarul a nu este patratul unui numar natural.

c) Si se arate cd numéarul a nu este cubul unui numar natural.

SUBIECTUL 11

1. In multimea .#5(C) se considers matricele A = (Z z> siB= <]qj Z)

a) Si se calculeze AB.
b) Sa se calculeze det (A) si det (B).
c) Sa se verifice cd det (AB) = det (A) - det (B).
d) Utilizdnd metoda inductiei matematice, si se arate ci
det (X7 Xo ... - Xp) =det (X7) - det (X2)-... - det(X,,), (V) n € N*si (V) X1, Xo, ..., X,, € #(C).

2. Se considers polinomul f = X* + 4, cu radicinile 1, 9, 3, 24 € C.

a) Si se verifice ca f = (X2 — 2X +2)(X?% +2X +2).
b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.

c) Sa se calculeze S = 1 + x2 + 3 + 4.

1 1 1 1
d) Sasecalculeze T=— ++— 4+ — + —-
Z1 T2 X3 Ty

SUBIECTUL III

1. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o”, definita prin zoy =x +y — 1.

a) Sidsearatecd (zoy)oz=xzo0(yoz), (V)z, y, z€R.

b) Si se determine numarul real e, pentru care zoe=eoz =z, (V) z € R.
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c) Sa se arate cad numéarul 1o02o...02002 nu este patratul unui numdr natural.

d) Si se giseascd doud elemente a, b € R\Q, pentru care aob € Q.

2. a) Si se giseascd doud numere naturale c si d, cu proprietatea ci ¢? + d? = 41.

b) Si se arate ci nu existd doud numere naturale x si y, cu proprietatea ci z2 + y? = 43.

SUBIECTUL IV

Pe planul dreptunghiului ABCD cu laturile AB = 8 gi BC = 6 se ridicd perpendicularele AA’ = 8, BB’ = 4,
CC'"=2gi DD’ =6.

a) Sa se calculeze lungimile segmentelor A’B’, B'C’, C'D’ i A'D’.

b) S& se verifice cd AA'+ CC' = BB’ + DD'.

c) Sa se calculeze lungimile liniilor mijlocii in trapezele AA’C'C si BB'D’'D.
d) Si se arate ca punctele A’, B’, C’ gi D’ sunt coplanare.

e) Si se arate ca patrulaterul A’B’C’D’ este paralelogram.

f) S4 se calculeze aria patrulaterului A’B'C’'D’.
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1.

1.

Varianta 2

SUBIECTUL I

Intr-o cofetarie, o bomboana costa 2 euro si o ciocolata costa 7 euro. Un copil are 45 euro §i cumpéara bomboane
si ciocolata. Numim ”combinatie de bomboane gi ciocolate de 45 euro” un numar de bomboane si un numar
de ciocolate care costa Tmpreuna 45 euro. De exemplu, 19 bomboane si o ciocolata constituie ”combinatie de
bomboane si ciocolate de 45 euro”.

a) Sa se gdseasca o altd ”combinatie de bomboane si ciocolate de 45 euro”.

b) Si se determine numarul maxim de ciocolate pe care il poate contine o ” combinatie de bomboane si ciocolate
de 45 euro”.

c) Sa se gaseascad numaérul total de ”combinatii de bomboane si ciocolate de 45 euro”.

Un autoturism costé la lansarea pe piatd 10000 euro. Dupa fiecare an, pretul sau scade cu 20% din valoarea

avuta la inceputul anului.

a) Sa se afle cat va costa autoturismul peste un an.

b) Sa se determine pretul autoturismului dupé trei ani.

c) Si se determine cel mai mic numar natural n, cu proprietatea c& dupa n ani autoturismul va costa mai
putin de 5000 euro.

Se considera numarul natural a =1-2-3-4-5.

a) Sa se determine numérul divizorilor naturali ai numarului a.
b) S se calculeze suma tuturor divizorilor naturali ai numarului a.

c) Sa se calculeze produsul tuturor divizorilor naturali ai numarului a.

SUBIECTUL II

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”0”, definita prin zoy =x +y — 1.

a) Sasearatecd (roy)oz=uzo(yoz), (V) =z, vy, z€R.
b) Si se giseascd doud elemente a, b € Q\Z, pentru care aob € Z.
c) Sa se determine cel mai mare numér natural n, pentru care 1o2o...0on < 2002.

d) Sai se rezolve in R ecuatia 2% 0 4% = 5.

Se considera multimea A = {3z + 4y | z,y € N}.

a) S4 se verifice ca numerele 6, 7, 8 apartin multimii A.
b) Si se arate ca 5 ¢ A.

c) Sa se arate cd, dacd n € A, atunci n+ 3 € A.
d) Sa se arate ca, daci n € N, 6 < n < 2002, atunci n € A.

SUBIECTUL II1

In multimea Mo (Z) se considera submultimea G = { <a _ab) 0 1

b

a,be Z} si matricea I = <1 O).

a) Sa se verifice ca I € G.

b) Sa se arate ca, dacd A, B € G, atunci A- B € G.

c) Sa se arate cd, dacd A, B € G, atunci det (AB) = det (A) - det (B).
d) Si se arate cd, daci A € G i det (A) = 1, atunci A* = I,.

a) S se verifice identitatea (a? — 1)% + (2a)? = (a2 +1)2, (V) a € R.
b) Si se giseasca o solutie (z,y) € (Q\Z) x (Q\Z) a ecuatiei 2% + y? = 1.

c) Si se arate cd ecuatia 22 + y% = 1 are o infinitate de solutii in multimea (Q\Z) x (Q\Z).

51



SUBIECTUL IV

Piramida patrulatera regulata cu varful V si baza ABCD are VA= AB = a.
Sa se calculeze apotema piramidei.
Sa se calculeze aria laterald a piramidei.
Sa se calculeze inaltimea piramidei.
Sa se calculeze volumul piramidei.
Sa se arate ca muchiile VA gi VC sunt perpendiculare.

Fie punctul P € (V). Sa se determine lungimea segmentului PC, astfel incat perimetrul triunghiului BPD s&
fie minim.
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Varianta 3

SUBIECTUL I

1. La examenul de bacalaureat, proba de limba si literatura romana, o eleva a scris 15 pagini numerotate de la 1
la 15.
a) Sa se afle de cate ori a folosit cifra 1 pentru numerotarea paginilor.
b) Si se afle suma numerelor tuturor paginilor.
c) Sa se determine suma tuturor cifrelor folosite pentru numerotarea paginilor.
2. Intr-o fermi sunt gaini si fiecare dintre ele face exact cate un ou la doua zile. In prima zi fermierul a luat 23 de
oua, iar a doua zi a luat 17 oua.
a) S4 se afle cite gini sunt la ferma.
b) Sai se afle cate oud a strans fermierul dupa 10 zile.

c) Sa se afle cel mai mic numéar natural nenul n, cu proprietatea cd la sfarsitul zilei n, fermierul a strans in
total cel putin 2002 oua.

S . . a
3. Se considera numerele rationale ay, as, ..., an, ..., unde a; =2, as =6 §i a1 = ——, (V) n € N, n > 2.
An—1

a) Sa se determine numerele ag, a4, as, ag, a7, as.
b) Sa se determine asgps-

c) Sa se calculeze S =aj +as + ...+ agoo-

SUBIECTUL II
1. Se considers multimea M = {a® — 2b? | a,b € Z}.

a) S& se verificeca 0 e M sile M.

b) Si se verifice identitatea (a? — 2b%)(c? — 2d?) = (ac + 2bd)? — 2(ad + be)?, (V) a, b, ¢, d € Z.
c) Sa se arate cd, dacd x, y € M, atunci z -y € M.

d) Si se arate cd 3 ¢ M.

2. In multimea ./ (Zs3) se considera matricele A = (é ;), B= <% g) sily = <A (i))’ precum si submultimea
G ={X € M(Z3)| X? = I}
a) Sa& se verifice ca I € G.
b) Sisearate ca A€ G i B € G.
c) Sa se arate ca AB ¢ G.

d) S4 se afle cel mai mic numar natural nenul n, pentru care (AB)" = I5.

SUBIECTUL III

1. Se considers polinomul f = X% + X3 4+ X2 4+ X + 1, avand radacinile x1, x9, 23, 24 € C.
a) Sa se calculeze f(1) si f(—1).
b) Si se determine a € C astfel incat sd avem identitatea f = a(X — x1)(X — x2)(X — x3)(X — z4).
c) Sisearate cd (1 —x1)(1 —x2)(1 —x3)(1 —x4) = 5.
d) Sasearate cd (1 +z1)(1 4+ 2z2)(1+23)(1 +24) = 1.
2. Se considera numerele a =11-12-...-20,6=1-2-...-10gic=21-22-...-30.
a) Sa se arate cd numarul a nu este patratul unui numéar natural.

b) S& se arate cd numarul b divide numaérul a.
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c) Sa se arate ca numarul @ nu divide numarul c.

SUBIECTUL IV

Se considerd un triunghi ABC si M un punct situat in interiorul sau pe laturile triunghiului ABC. Se duc
perpendiculare din punctul M pe dreptele AB, BC' si AC in D, E respectiv F. Notam cu h, < hy < h. lungimile
inaltimilor triunghiului ABC duse din A, B respectiv C.

S S S
a) S4& se verifice ca AMEB + BMC + OMA _ 1, unde prin Sxyz am notat aria triunghiului XY Z.

Sapc  Sac  Sasc

MD

b) S4a se arate ca SamB = -
Sapc he
M ME MF
c) Si se deduca relatia W + I + T 1.
MD ME MF
d) Sa se verifice egalitatea MD + ME+ MF = o he + 5 he + o hy.
c a b

e) Sisearate cd, dacid x,y, z,a,b, cE R, e <y<zsgia b cel0,]]cua+b+ec=1,atunciz <ax+by+cz <z

f) Utilizand relatiile de la punctele ¢), d) si e), si se arate ca hy < MD+ MFE + MF < h,, pentru orice punct M
situat in interiorul sau pe laturile triunghiului ABC.
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SESIUNEA AUGUST

Varianta 1

Profilul uman

SUBIECTUL 1

1. Se considers polinomul f = X* + X3 4+ 1, cu radicinile 1, 2, 23, 24 € C.
2 2
a) Sa se verifice cd f = <1—);2> + (X—i-)f) +X74~
b) Si se arate ca f(x) >0, (V) z € R.
c) Sa se arate cd polinomul f nu are radécini reale.
d) S4i se determine a € C pentru care avem identitatea f = a(X — 21)(X — 22)(X — 23)(X — z4).
e) Sidsearate cd (1 —21)(1 —x2)(1 —23)(1 —x4) = 3.

2. Se considera functia f: R = R, f(z) = = 2)2(x ;:_12 n 3)
x x x
< . o 1 1
a) Sa se verifice ca f(z) = (V) z e R.

2242 (z+1)2+42
b) Si se determine asimptotele la graficul functiei f.

c) Sasearateca f(1)+ f(2)+...+ f(n) = % - m, (V) n € N*.
d) Sa se calculeze nh—>H§o(f(1) +f(2)+...4+ f(n).

1

e) Si se calculeze nangon2 (f(l) +f(2)+... 4+ f(n) — 3>

SUBIECTUL I1
Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”0” definita prin z o y = 3zy + 3x + 3y + 2.

a) SaseverificecR zoy=3(xz+1)(y+1) -1, (V) z,y eR.

b) Si se arate cad (xoy)oz=2x0(yoz), (V) z, y, z€R.

c) Saseverificeci zo(—1)=(-1)ox=-1, (V) z €R.

d) Sa se gaseascd doud elemente a, b € Q — Z, pentru care aob € Z.

e) Utilizind metoda inductiei matematice, si se arate ca (V) n € N*, avem

ajoazo...oa,=3""1-(a;+1)-(ag+1)-...-(a, +1) =1, (¥) a1, as, ..., a, €R.

f) S& se rezolve in R ecuatia x ox oz oz = —1.

SUBIECTUL II1

In multimea .#5(C) se considera matricele A = (_g g) gilo = <(1) (1)), precum gi submultimea
G={X € #(C)|AX = X A}.

a) Sa se verifice c& A€ Gsi I, € G.

b) S4 se calculeze determinantul matricei A.

c) Si se verifice ca A2 = — 1.

d) Sise arate ca A2X = X A2, (V) X € .#(C).

e) Sa se arate ca, dacd a, b € C, atunci matricea B = als + bA € G.
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f) Sa se arate cd, dacd X € G, atunci existd z, y € C astfel incat X = zls + yA.

SUBIECTUL IV

2%+ 2

idera fi i :R—>R = .

Se considera functia f =R, f(x) o]
a) Sa& se verifice ca f(z) =1+ (V) z € R.

z2+1’
b) S& se calculeze f'(x), z € R.

c) Sa se arate cd functia f este strict crescatoare pe (—oo,0] si strict descrescitoare pe [0, 00).
1
d) Sise calculeze/ f(x) du.
0
e) Si se calculeze lim f(z).
T—0o0

f) Si se calculeze lim n?(f(n) —1).

n— oo
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Varianta 2

SUBIECTUL 1

1. a) Sise verifice cd (a+b+c)P)=a®>+0+ A +3(a+b)(b+c)(c+a), (V) a,b ceC.
b) Si se arate cd, daci a,b,c€ Csi(a+b+c)> =a®>+b>+c® atuncia+b=0saub+c=0sauc+a=0.
c) Si se arate ci, dacd a, b, c € Csi (a+b+c)® =a® + b2+ 2, atunci (a + b + ¢)2003 = 2003 4 p2003 4 2003
d) S se rezolve in R ecuatia (2% + 3% — 47%)3 = 232 4 332 _ 437,
e) Si se rezolve in C ecuatia (22 + 2 + 1) = 2% + 23 + 1.

2. Se considera functia f: R — R, f(z) = 22002 + 1.
a) Sa se calculeze f'(z), (V) z € R.

b) Si se calculeze lim M

rz—1 r—1
c) Sa se arate ca functia f este convexa pe R.

1
d) Sise Calculeze/ f(z) dz.
0

y . xf'(x)
e) Sa se calculeze lim
) 5% F @)

SUBIECTUL I1I
Se considera polinomul f = X4 — X3 + X2 — X + 1 cu radacinile x1, x2, 23, 24 € C.

1 5 1—-+5
a) Sa se verifice ci f = <X2— +2\[X—|—1> <X2— Q\fX—&—l).

b) Sa se arate ca polinomul f nu are radacini reale.
c) Siasearateci X°+1=(X+1)-f.
d) Si se arate cil, dacii z € C este radicina polinomului f, atunci 25 = —1.

e) Sise arate cd 210 + 230 + 210 + 210 = 4.

1 1 1 1
f) Sasearateca =+ %+ 5+ —= = —4
Ty T 3 Ty

SUBIECTUL III

In multimea .#5(Z) se considera matricele P = <(1) iol>, Q= (zl)) _01> silo = <(1) ?), precum si submultimea
G={Aec M (Z)|A? = I}.

a) S4& se verifice cd I € G.

b) Sasearateca P GsiQ €G.

c) Sa se calculeze P - Q.

d) Sisearateca P-Q ¢ G.

0

e) Sa se arate ca, daca A, = (rlL 1

), (V) n € Z, atunci A,, € G, (V) n € Z.

f) S& se demonstreze ca multimea G este infinit.

SUBIECTUL IV

2 4+1 3341 n3+1

Se considera functia f: R — R, f(z) = 2? — z + 1 si sirul (a,),>2, definit prin a,, = 51 F_1 T

MneN,n>2.
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S& se verifice c& f(x +1) =2*+2+1, (V) z € R.

?4+1 x+1  f(x)
B—1 z-1 flw+1)

S& se arate ca , (V) x> 1.

Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate ca a, =
Sa se calculeze lim a,,.

i " () da
Jo .
n3

Sa se calculeze lim
n—oo
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Varianta 3

SUBIECTUL I

2. Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ”o”, definita prin x oy = zy + 3x + 3y + 6.

a) Sase verificecizoy=(z+3)(y+3)—3, (V) z, y €R.

b) Sia se arate cd (zxoy)oz==xo(yoz), (V) z,y, z € R.

c) Sa se giseasca doud elemente a, b € Q — Z, pentru care aob € N.
d) S4 se rezolve in intervalul (0, 00) ecuatia (logy x) o (logg ) = —3.
e) Si se rezolve in R ecuatia (z + 1) o (22 —4) = —3.

2. Se considera functia f : [0,00) = R, f(x) = ﬁ
x x

. SN 1
a) Sa se verifice ca f(z) = prore S (V) z € [0, 00).
b) Si se calculeze f'(z), z € [0, 00).

c) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1
d) Siase calculeze/ f(zx) de.
0

e) Sase calculeze f(1)+ f(2)+...+ f(n) = % _
f) Sa se calculeze 7L11_>H(>10(f(1) +f(2)+...+ f(n).

\4 N*.
n—|—2’( )ne

SUBIECTUL II
In multimea ./ (C) se considerii matricele A = (Z Z), B= <; i)
a) Sa se calculeze AB si BA.
b) Sa se arate ca suma elementelor de pe diagonala principala a matricelor AB gi BA este aceeasi.
c) Sa se arate ca det (A + B) + det (A — B) = 2(det (A) + det (B)).
d) S& se demonstreze ca det (AB) = det (A) det (B).

e) Utilizdnd metoda inductiei matematice, si se arate ci
det (Al “Ag -l An) = det (A1> - det (Ag) <., -det (An), (V) n € N* gi (V) Ay, As, .. AL € %Q(C)

f) Sa se arate ca det (A™) = det™ (A), (V) n € N* g1 A € .#,(C).

SUBIECTUL III

Se considerd multimea M = {a* — 2b*|a,b € Z}.
a) S& se verificeca 0 € M gil e M.
b) S se verifice identitatea (a? — 2b%)(c? — 2d?) = (ac + 2bd)? — 2(ad + be)?, (V) a, b, ¢, d € Z.
c) Sa se arate cd, dacd x, y € M, atunci z -y € M.
d) Si se arate ca, dacd a € Zs, atunci a? € {0,1}.
e) Si se arate ci, daci @, b € Zg si a2 — 202 = 0, atunci @ = b = 0.

f) Sa se arate cd M # Z.
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SUBIECTUL IV

Se considera functia f : R = R, f(z) =1 — 22 + 2.

N . X + l
S (3 a , - 5 V S R
a Se veI‘IﬁC ca (J:) x2 5 ( ) €T
€ al t € ? v € .
a Se ara ca x 2 X

Sa se calculeze f'(x), x € R.
Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f.

Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f.

Notam cu F' : R — R o primitiva a functiei f. Sa se calculeze lim i;f((‘g)
r—00 €T
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